PLAN WYNIKOWY
(zakres podstawowy)

klasa 2.

Wstep

Plan wynikowy ksztatcenia matematycznego jest dostosowany do programu nauczania matematyki w liceach i technikach, autorstwa Marcina
Kurczaba, Elzbiety Kurczab oraz Elzbiety Swidy: zakres podstawowy — numer dopuszczenia DKOS — 5002 — 05/08. Jest on przeznaczony dla
nauczycieli oraz ucznidéw pracujacych z podrecznikiem ,,Matematyka. Podrecznik do licedw i technikéw. Zakres podstawowy” i zbiorami zadan
do matematyki, autorstwa Elzbiety Kurczab, Marcina Kurczaba oraz Elzbiety Swidy, wydanymi przez Oficyne Edukacyjng * Krzysztof Pazdro.

Plan jest wykazem wiadomosci i umiejetnosci, jakie powinien mie¢ uczen ubiegajacy sie o okreslone oceny na poszczegdlnych etapach edukacji
w liceum lub w technikum.

Wymagania stawiane przed uczniem podzielili§my na trzy grupy:
¢ Wymagania podstawowe (zawierajg wymagania konieczne);

¢ Wymagania dopetniajgce (zawierajg wymagania rozszerzajace);
¢ Wymagania wykraczajace.

Wymagania wykraczajgce zawierajg w sobie wymagania dopetniajgce, te zas zawierajg wymagania podstawowe.

Ocene dopuszczajgcg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce 40% — 60% wymagan podstawowych,
za$ ocene dostateczng uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 60 % wymagan podstawowych.

Ocene dobrg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce do 75% wymagan dopetniajacych, zas$ ocene
bardzo dobrg uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 75% wymagan dopetniajacych.

Ocene celujgcg powinien uzyskac¢ uczen, ktory opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci zawarte w wymaganiach wykraczajgcych.




1. Funkcja liniowa

Tematyka zajec:
e Proporcjonalnos¢ prosta.

e Definicja funkcji liniowej. Znaczenie wspoétczynnikdw we wzorze funkcji liniowej.

e Wiasnosci funkcji liniowej.

e Rownolegtosé i prostopadtosc wykresow funkcji liniowych.
e Zastosowanie wiadomosci o funkcji liniowej w zadaniach z zycia codziennego.
e Rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi.

e Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
e Zastosowanie uktadéw réwnan liniowych do rozwigzywania zadan tekstowych.
e Nierdwnos¢ pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

e Uktady nierdwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:

— zna pojecie i wykres proporcjonalnosci
prostej

— zna pojecie funkcji liniowej;

— potrafi interpretowac wspotczynniki we
wzorze funkcji liniowej;

— zna zalezno$¢ pomiedzy miejscami zerowym
funkcji liniowych a wspétczynnikami we
wzorach tych funkcji;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie punkty

Uczen:

— potrafi narysowac wykres funkcji kawatkami
liniowej i na jego podstawie omowic jej wtas-
nosci;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie miejsca
zerowe funkcji kawatkami liniowej oraz
wspotrzedne punktu, w ktdrym wykres
przecina os OY;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie zbiér tych
argumentow, dla ktorych funkcja kawatkami

Uczen:

— rozwigzuje zadania nietypowe, o
podwyzszonym stopniu trudnosci, w tym
zadania z parametrem.




przeciecia wykresu funkcji liniowej z osiami
uktadu;

— potrafi sporzadzi¢ wykres funkgcji liniowej
danej wzorem;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji liniowej
(wzoru funkcji) okresli¢ monotonicznos$¢
funkcji;

potrafi wyznaczy¢ algebraicznie i graficznie
zbiér tych argumentéw, dla ktérych funkcja
liniowa osigga wartosci dodatnie (ujemne,
niedodatnie, nieujemne);

— potrafi sprawdzi¢ algebraicznie czy punkt o
danych wspétrzednych nalezy do wykresu
funkcji liniowej;

— potrafi znalez¢ wzér funkcji liniowej o
zadanych witasnosciach (np. takiej, ktorej
wykres przechodzi przez dwa dane punkty);
— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej, ktérej
wykres jest rownoleglty do wykresu danej
funkcji liniowej i przechodzi przez punkt o
danych wspétrzednych;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej, ktérej
wykres jest prostopadty do wykresu danej
funkcji liniowej i przechodzi przez punkt o
danych wspétrzednych;

— potrafi interpretowac graficznie réwnania i
nierownosci liniowe z jedng niewiadomg;

— potrafi rozwigza¢ uktad nieréwnosci
liniowych z jedng niewiadomg;

— potrafi rozwigzywac algebraicznie (metodg

liniowa przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne);
— potrafi obliczy¢ wartos¢ funkcji kawatkami
liniowej dla podanego argumentu;

— potrafi opisaé dang figure geometryczng

w prostokatnym ukfadzie wspétrzednych za
pomocg odpowiedniego uktadu nieréwnosci
liniowych z dwiema niewiadomymi;

— potrafi narysowac w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych figure geometryczng zapisang
za pomocg ukfadu nieréwnosci liniowych z
dwiema niewiadomymi;

— potrafi wykorzysta¢ wiedze o funkcji liniowej
w zadaniach o srednim stopniu trudnosci.




podstawiania, metodg przeciwnych wspot-
czynnikéw) i graficznie uktady dwoch réwnan
liniowych z dwiema niewiadomymi;

— potrafi rozpoznac uktad oznaczony,
nieoznaczony, sprzeczny i umie podac ich
interpretacje geometryczng;

— potrafi zbadaé wzajemne potozenie dwéch
prostych na pfaszczyznie;

— potrafi rozwigzac zadanie tekstowe
prowadzgce do rownania liniowego z jedng
niewiadoma, nieréwnosci liniowej z jedng
niewiadoma lub uktadu réwnan liniowych z
dwiema niewiadomymi;

— potrafi stosowac wiadomosci o funkcji
liniowej do opisu zjawisk z zycia codziennego
(podac opis matematyczny zjawiska w postaci
wzoru funkcji liniowej, odczytac informacje z
wykresu (wzoru), zinterpretowad je,
przeanalizowac i przetworzyc).

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Rozwazmy kota o promieniach réznej dtugosci.
Czy obwdd kota jest wprost proporcjonalny do
Srednicy tego kofa? Jedli tak, to jaki jest
wspodtczynnik proporcjonalnosci?

Zadanie 2.
Napisz wzor funkcji liniowej f wiedzac, ze
miejscem zerowym funkgcji jest liczba 2 i

Zadanie 1.
Opisz za pomocg uktadu nieréwnosci zbidr
przedstawiony na rysunku.

Zadanie 1.
Wyznacz funkcje liniowa f, ktéra dla kazdego
x € R spetnia warunek: f(2x — 1) = —6x +4.

Zadanie 2.

Funkcje y = sgn (a) (co oznacza znak liczby a),
definiujemy nastepujgco:




flo)=8.

Zadanie 3.
Dana jest funkcja liniowa okreslona wzorem

y= §x+5. Napisz wzor funkcji liniowej, ktérej

wykres jest:

a) rownolegty do wykresu danej funkcji i
przechodzi przez punkt A(-8, 4);

b) prostopadty do wykresu danej funkcji i
przechodzi przez punkt B(9, -2).

Zadanie 4.

W wannie o pojemnosci 200 litréw znajdowato
sie 20 litréw wody. Po odkreceniu kurkéw do
wanny naptywa 15 litréw wody w ciggu minuty.
a) Po ilu minutach wanna bedzie petna?

b) Napisz wzor funkcji opisujacej zaleznosé
liczby litréw wody w wannie od czasu w
godzinach (liczonego od chwili odkrecenia
kurkéw do chwili napetnienia wanny).

c) Narysuj wykres tej funkcji w prostokgtnym
uktadzie wspétrzednych.

Zadanie 5.

Do marynowania podgrzybkdéw potrzebny jest
ocet 6%. Pani Kowalska kupita 1 litr octu 10%.
lle wody powinna dolaé do zakupionego octu,
aby otrzymac ocet do marynaty o zgdanym
stezeniu?

—6 -5 -4 -3 2 =

dane: A(-4, 1), K(0, 3)
B(6,-2), | <ACB| = 90°

Zadanie 2.

Z okazji rozpoczecia roku szkolnego do sali gim-
nastycznej wniesiono tawki dla wszystkich
uczniéw tej szkoty. Gdyby na kazdej tawce
usiadto 6 ucznidw, to zabraktoby dwdch fawek.
Gdyby zas$ na kazdej tawce usiadto 8 ucznidéw,
to zostatyby 3 tawki puste. llu jest uczniow w
tej szkole i ile tawek wniesiono do sali
gimnastycznej?

Zadanie 3.

Dana jest funkcja opisana wzorem:

2x—5 dla x<2

x—3 dla2<x<8

—x+10 dla x>8

fx) =

a) Oblicz miejsca zerowe funkgji f.

b) Oblicz wspétrzedne punktu, w ktérym
wykres funkcji przecina os$ OY.

c¢) Narysuj wykres funkcji fi na podstawie
wykresu okresl:

1dlaa>0
0 dlaa=0
-1 dlaa<0

sgn(a) =

Na podstawie powyzszej definicji narysu;j
wykres funkcji: f(x) =-2sgn(-3x + 1) + 5.

Zadanie 3.

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania:

ax + 1 =x+ a%, w zaleznosci od wartosci para-
metru a.

Zadanie 4.
Dla jakich wartosci a para liczb (x, y),

- , , |x—-y=a
spetniajgca uktad réwnan
2x+y=2a+6

spetnia réwniez nierownos¢ |x| —y > 67
Zadanie 5.

Dane sg funkcje liniowe: f(x) = %ax— b oraz

g(x) = —% bx + a, gdzie a # —b. Wykresy obu

funkcji
przecinajg 0$ OX w tym samym punkcie A.
Wyznacz odcietg punktu A.




Zadanie 6.

Wyznacz wzoér funkgji liniowej wiedzac, ze
funkcja przyjmuje wartos¢ 3 dla argumentu -2
oraz

f(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (1, +x).

Zadanie 7.

W 1980 roku tgczna emisja zanieczyszczen
pytowych i gazowych w Polsce wynosita 7,3
mlIn ton. W ciggu 12 lat emisja zanieczyszczen
pytowych zmniejszyta sie 0 70%, a
zanieczyszczen gazowych o 37% tak, ze w
sumie masa tych zanieczyszczen wyniostfa 3,84
mln ton. Oblicz, jaka byfa emisja zanieczyszczen
pytowych, a jaka gazowych w 1992 roku.

— przedziaty monotonicznosci funkgji

— zbidr tych argumentoéw, dla ktérych funkcja
osigga wartosci dodatnie.

Zadanie 4.

Dana jest funkcja liniowa y = (m + 10)x — m.
Wyznacz wartos$¢ parametru m, dla ktérego:
a) wykres funkcji przechodzi przez poczatek
uktadu wspotrzednych;

b) miejsce zerowe funkcji f jest réwne 0,5;

c) dana funkcja jest malejaca;

d)dla argumentu 5 funkcja przyjmuje wartosé
2.

Zadanie 5.

Pan Kowalski otrzymuje state wynagrodzenie
miesieczne oraz dodatkowo wynagrodzenie za
nadgodziny. Za kazdg godzine nadliczbowg
otrzymuje o 50% wiecej niz za godzine
etatowa. W marcu miat 20 nadgodzin i
otrzymat 1800 zt, zas w kwietniu miat 16
nadgodzin i otrzymat 1746 zt.

a) Oblicz:

1) stawke za godzine nadliczbowg
2) stawke za godzing etatowg
3) wysokosc statego wynagrodzenia

miesiecznego.
Napisz wzor opisujgcy wynagrodzenie -
miesieczne pana Kowalskiego, w zaleznosci od
liczby przepracowanych nadgodzin, jesli
wiadomo, ze maksymalna liczba nadgodzin w
miesigcu nie moze przekroczy¢ 30 godzin.




2. Geometria ptaska — czworokaty

Tematyka zajeé:
e Podziat czworokatéw. Trapezoidy
e Trapezy
e Roéwnolegtoboki
e Okrag opisany na czworokgacie
e Okrag wpisany w czworokat
e Wielokaty — podstawowe wtasnosci
e Podobienstwo figur. Podobienstwo czworokgtow
e Pole prostokata. Pole kwadratu
e Pole rownolegtoboku. Pole rombu
e Pole trapezu
e Pole czworokata
e Pola figur podobnych
e Mapa. Skala mapy

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajgce Wymagania wykraczajace
Uczenh: Uczen: Uczen:
—zna podziat czworokatow; —umie na podstawie wtasnosci czworokata —umie udowodnic¢ twierdzenia
— potrafi wyrdzni¢ wsrdd trapezéw: trapezy podanych w zadaniu wywnioskowac, jaki to jest o okregu wpisanym w czworokat
prostokatne i trapezy réwnoramienne; czworokat; i okregu opisanym na czworokacie;
poprawnie postuguje sie takimi okresleniami jak: |—umie udowodni¢ twierdzenie o odcinku fgczgcym | — potrafi rozwigzywacé nietypowe
podstawa, ramie, wysokos¢ trapezu; $rodki ramion trapezu; zadania o podwyzszonym stopniu
—wie, ze suma katdw przy kazdym ramieniu — potrafi rozwigzywaé zadania o Srednim stopniu trudnosci dotyczace czworokatow,




trapezu jest réwna 180° i umie te wtasnosc
wykorzysta¢ w rozwigzywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o odcinku faczacym Srodki
ramion trapezu i umie zastosowac je
W rozwigzywaniu prostych zadan;

— potrafi rozwigzywacd proste zadania dotyczace
wtasnosci trapezow, w tym réwniez
z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

—zna podstawowe witasnosci réwnolegtobokdéw
i umie je stosowac w rozwigzywaniu prostych
zadan;

—wie, jakie wtasnos$ci ma romb;

—zna wtasnosci prostokata i kwadratu;

—wie, co to sg trapezoidy, potrafi podac przyktady
takich figur;

—wie, czym charakteryzuje sie deltoid;

—rozumie co to znaczy, ze czworokat jest wpisany
w okrag, czworokat jest opisany na okregu;

—zna warunki jakie musi spetnia¢ czworokat, aby
mozna byto okrag wpisaé w czworokat oraz aby
mozna byto okrag opisaé na czworokacie; potrafi
zastosowac te warunki w rozwigzywaniu
prostych zadan;

— potrafi wymieni¢ nazwy czworokatow, w ktore
mozna wpisac i nazwy czworokatow na ktorych
mozna opisac okrag;

— potrafi rozwigzywaé proste zadania dotyczace
trapezow wpisanych w okrag i opisanych na
okregu, w tym réwniez z wykorzystaniem
wczesniej poznanych wiasnosci trapezu.

trudnosci dotyczgce czworokatéw, w tym
trapezoéw i réwnolegtobokow;

— potrafi zastosowac twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat i okregu opisanym na
czworokacie w rozwigzaniu ztozonych zadan
o $rednim stopniu trudnosci;

— potrafi zastosowac twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat i okregu opisanym na
czworokgacie do rozwigzania zadan o srednim
stopniu trudnosci dotyczacych trapezéw
wpisanych w okrag i opisanych na okregu;

— potrafi uzasadnic¢, ze suma miar katow
zewnetrznych wielokgta wypuktego jest stata
i wynosi 720°;

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na pole czworokata
opisanego na okregu w zaleznosci od dtugosci
promienia okregu i obwodu tego czworokata;

czworokatéw wpisanych w okrag
i opisanych na okregu, w tym

z zastosowaniem poznanych
twierdzen.




—zna i potrafi stosowaé wzor na liczbe przekatnych
wielokgta wypuktego;

—zna i potrafi stosowac w zadaniach wzér na sume
miar kagtéw wewnetrznych wielokgta wypuktego;

—wie co to jest kat zewnetrzny wielokata
wypuktego i ile wynosi suma miar wszystkich
katéw zewnetrznych wielokata wypukfego;

—wie, jaki wielokat jest wielokgtem foremnym;

—zna i rozumie definicje podobienstwa;

— potrafi wskaza¢ figury podobne;

— potrafi rozwigzywacd proste zadania dotyczace
podobienstwa czworokatéw;

—zna wzory na pola czworokatéw takich jak:
kwadrat, prostokat, romb, réwnolegtobok oraz
trapez i potrafi je stosowaé w prostych
zadaniach, korzystajgc z wczesniej zdobytej
wiedzy (w tym takze z trygonometrii);

—wie jak obliczy¢ pole czworokata, jesli dane sg
dtugosci jego przekatnych i miara kata pod jakim
przecinajg sie te przekatne;

—zna i potrafi stosowac w prostych zadaniach
zalezno$¢ miedzy skalg podobienistwa
czworokatéw a polami tych czworokatéw;

— potrafi rozwigzywac proste zadania
z zastosowaniem skali mapy.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Rdéznica miar katéw przeciwlegtych trapezu

Zadanie 1.
Uzasadnij, ze odcinek taczacy srodki przekatnych

Zadanie 1.
W czworokacie wpisanym w okrag




rownoramiennego wynosi 20°. Oblicz miary katéw
trapezu.

Zadanie 2.

Z kawatka materiatu w ksztatcie trapezu
prostokatnego o podstawach dtugosci

1,2 mi 0,4 m oraz wysokosci 1,5 m wycieto
choragiewke w ksztatcie trojkata
rownoramiennego, ktérego podstawg jest dtuzsze
ramie trapezu, a jeden z wierzchotkdw nalezy do
krotszego ramienia trapezu.

a) Wyznacz dfugosci odcinkdw, na jakie ten
wierzchotek podzielit krétsze ramie trapezu.

b) Oblicz dtugosci bokéw choragiewki.

Wyniki podaj z doktadnoscig do 0,01 m.

Zadanie 3.

Oblicz miary katéw czworokata ABCD wpisanego
w okrag, wiedzac, ze | ZC| = 4| ZA|

i |£B| =2|4£D|.

Zadanie 4.
Wysokosci réwnolegtoboku pozostajg w stosunku
3:5, ajeden bok jest o 6 cm dtuzszy od drugiego.
a) oblicz obwdd réwnolegtoboku;
b) wiedzac dodatkowo, ze sinus kata ostrego

. . . 5 .
rownolegtoboku jest rowny?, oblicz pole

rownolegtoboku i dtugosci jego wysokosci.

dowolnego trapezu jest réwnolegty do podstaw
i jego dtugosc jest réwna potowie réznicy dtugosci
podstaw.

Zadanie 2.

W czworokacie ABCD potaczono srodki bokéow
i otrzymano prostokat. Czy mozna twierdzi¢, ze
ABCD jest rombem? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3.
W trapez ABCD, AB || CD, wpisano okrag o srodku
0. Uzasadnij, ze | ZBOC| =90°.

Zadanie 4.

Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne
dtugosci 13 cm i 8 cm przecinajg sie pod katem
60°.

Zadanie 5.

Przekatne rombu majg dtugo$é 10 cm i 24 cm.
Oblicz sinus kata ostrego tego rombu i na tej
podstawie ustal, czy kat ostry rombu ma miare
wiekszg od 45°, czy mniejsza.

Zadanie 6.

Na okregu, ktérego dtugos¢ promienia wynosi
2 cm, opisano trapez rGwnoramienny o polu
20 cm?. Oblicz dtugosci bokdéw trapezu.

prowadzimy dwusieczne dwdch
przeciwlegtych katow, przecinajgce
okrag w punktach E, F. Wykaz, ze

odcinek EF jest srednicg tego okregu.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze w dowolnym
czworokacie odcinki tgczace srodki
przeciwlegtych bokéw dzielg sie

w punkcie przeciecia na potowy.
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Zadanie 5.

Na okregu o promieniu 3 cm opisano trapez,
ktorego katy przy dtuzszej podstawie majg miary
30°i 60°. Oblicz pole trapezu.

Zadanie 6.

Pole kwadratu A1B1C1D1 jest 0 69% wieksze od pola
kwadratu ABCD. Oblicz skale podobierstwa tych
kwadratow.

Zadanie 7.

Romb o boku dtugosci 18 cm podzielono na trzy
czesci o rownych polach prostymi przechodzgcymi
przez wierzchotek kata ostrego. Oblicz dtugosci
odcinkow, na jakie te proste podzielity boki rombu.
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3. Funkcja kwadratowa
Tematyka zajeé:

e Jednomian stopnia drugiego

e W?z6r funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
e Zwigzek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej w wzorem funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
e Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Wzér funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej

e Szkicowanie wykreséw funkcji kwadratowych. Odczytywanie wtasnosci funkcji kwadratowej na podstawie wykresu

e Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale domknietym

e Badanie tréjmianu kwadratowego — zadania optymalizacyjne

e Roéwnania kwadratowe
e Nierownosci kwadratowe

e Zadania tekstowe prowadzgce do rownan i nierownosci kwadratowych

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczenh:

— potrafi rozpozna¢ jednomian stopnia drugiego;

— potrafi narysowac wykres jednomianu stopnia
drugiego i omdwié jego wtasnosci;

— potrafi odrézni¢ wzér funkcji kwadratowej od
wzoru innej funkgji;

— potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkgc;ji
kwadratowej lub sprawdzi¢, ze tréjmian
kwadratowy nie ma miejsc zerowych;

— potrafi obliczy¢ wspdtrzedne wierzchotka
paraboli na podstawie poznanego wzoru oraz
na podstawie znajomosci miejsc zerowych

Uczen:

— potrafi rozwigzywad zadania tekstowe
prowadzgce do réwnan i nierownosci
kwadratowych z jedng niewiadomg;

— potrafi zastosowaé wtasnosci funkcji
kwadratowej do rozwigzywania zadan
optymalizacyjnych;

— potrafi przeksztatcaé wykresy funkgji
kwadratowej (symetria wzgledem osi OX,
symetria wzgledem osi OY, symetria wzgledem
punktu O(0, 0), przesuniecie réwnolegte
o wektor) oraz napisa¢ wzér funkgcji, ktorej

Uczen:

—potrafi wyprowadzié wzory na
pierwiastki trojmianu
kwadratowego;

—potrafi wyprowadzié¢ wzory na
wspotrzedne wierzchotka paraboli;

—potrafi rozwigzywad rézne problemy
dotyczace funkcji kwadratowej,
ktére wymagajg niestandardowych
metod pracy oraz
niekonwencjonalnych pomystéw.
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funkcji kwadratowej;

— potrafi naszkicowa¢ wykres dowolnej funkcji
kwadratowej;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji
kwadratowej omowic jej wtasnosci;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji kwadratowej
o zadanych wtasnosciach;

—zna wzor funkcji kwadratowej w postaci
ogolnej, kanonicznej oraz iloczynowej;

— potrafi sprawnie zamienia¢ jedng posta¢ wzoru
tréjmianu kwadratowego na drugg (postac
0gdlna, kanoniczna, iloczynowa);

— potrafi wyznaczy¢ najmniejszg oraz najwiekszg
wartos¢ funkcji kwadratowej w danym
przedziale domknietym;

— potrafi algebraicznie rozwigzywaé réwnania
i nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg;

— potrafi graficznie rozwigzywac rownania
i nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadomga;

— potrafi rozwigzywacé proste zadania prowadzace
do réwnan i nierdwnosci kwadratowych z jedng
niewiadomg;

— potrafi rozwigzywac proste zadania
z parametrem dotyczgce witasnosci funkgji
kwadratowej;

— potrafi przeanalizowac¢ zjawisko z zycia
codziennego, opisane wzorem (wykresem)
funkcji kwadratowe;j.

wykres otrzymano w danym przeksztatceniu;
— potrafi rozwigzywad zadania z parametrem,
o podwyzszonym stopniu trudnosci, dotyczace
wtasnosci funkcji kwadratowej;
— potrafi rozwigzywad zadania na dowodzenie
dotyczace wtasnosci funkcji kwadratowej.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci

iloczynowe;j f(x) = -2(x—3)(x + 2), x € R.

a) Napisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej
oraz ogblne;.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Okresl zbidér wartosci funkcji f, przedziaty
monotonicznosci oraz zbidr tych argumentéw
dla ktérych funkcja f osigga wartosci
niedodatnie.

Zadanie 2.

1
Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = sz +x-8,

x € R.

a) Wyznacz miejsca zerowe funkgji f.

b) Rozwigz nieréwnos¢ f(x) > -8.

c) Wyznacz najwiekszg oraz najmniejszg wartosc¢
funkcji f w przedziale (1; 3).

Zadanie 3.

Napisz wzor funkcji kwadratowej, jesli wiadomo,
ze do jej wykresu nalezy punkt A(1, 3) idla
argumentu 2 funkcja osigga swa najwiekszg
wartos¢ rowna 4.

Zadanie 1.

Firma zajmujgca sie wynajmem lokali ma do

dyspozycji 180 pomieszczen uzytkowych.

Wszystkie pomieszczenia sg zajete wéwczas, gdy

koszt wynajmu lokalu za jeden miesigc wynosi

1200 zt. Firma oszacowata, ze kazda kolejna

podwyzka czynszu o 40 zt, zmniejsza o 5 liczbe

wynajmowanych pomieszczen.

a) Zapisz wzorem przychdd firmy w zaleznosci od
liczby podwyzek czynszu, z ktérych kazda
wyniosta 40 zi.

b)Jaki miesieczny koszt wynajmu powinna ustali¢
firma, aby jej przychdd byt maksymalny? lle
wynosi maksymalny przychod?

Zadanie 2.

Narysuj wykres funkcji y = 2x2, x € R, a nastepnie
przesun go o wektor u= [-4, 2]; otrzymany
wykres przeksztat¢ przez symetrie wzgledem
punktu (0, 0). Napisz wzor funkgji, ktérej wykres
otrzymates. Omow wtasnosci otrzymanej funkcji.

Zadanie 3.

Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi 8, zas suma
kwadratdw jej cyfr jest rdwna 30. Jesli w liczbie
zamienimy cyfry skrajne to otrzymana liczba

Zadanie 1.

Wiadomo, ze miejscami zerowymi
funkcji f(x) = 3x? + bx + 15 sg liczby
catkowite. Oblicz b.
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Zadanie 4.

Liczbe oséb zwiedzajgcych wystawe n-tego dnia

od momentu jej otwarcia opisuje wzor:

W(n) =—-4n%+ 48n—24,gdzien € {1, 2, ....... ,11}

Odpowiedz na pytania:

a) W ktérym dniu wystawe odwiedzito najwiecej
0s6b?

b) lle oséb odwiedzito wystawe podczas jej
trwania?

Zadanie 5.
1
Dana jest funkcja f(x) = EXZ +bx—-3,x€R.

a) Wyznacz b tak, aby najmniejsza wartosé
funkcji wynosita (—4).

b)Wyznacz b tak, aby najwiekszy zbiér,
w ktérym funkcja jest malejgca byt réwny
przedziatowi (—; 6).

c) Wyznacz b tak, aby wierzchotek paraboli,
ktora jest wykresem tej funkcji nalezat do
prostej o réwnaniu y = 2x.

bedzie 0 396 wieksza od poczatkowej. Znajdz te
liczbe.

Zadanie 4.

Wykaz, ze funkcja kwadratowa f okreslona
wzorem f(x) = ax®> + (a + ¢)x + ¢, gdzie a i c s3
dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0, ma
co najmniej jedno miejsce zerowe.
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4. Elementy geometrii analitycznej

Tematyka zajeé:

o Wektor w uktadzie wspoétrzednych. Wspdtrzedne srodka odcinka
e Roéwnanie kierunkowe prostej. ROwnanie ogdlne proste;j
e Roéwnolegtos¢ i prostopadtosé prostych w uktadzie wspdtrzednych

e (Odlegtos¢ punktu od prostej
e Rownanie okregu

e Zastosowanie wiadomosci o réwnaniu prostej i okregu do rozwigzywania zadan

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:
— potrafi obliczy¢ wspotrzedne wektora
w prostokatnym ukfadzie wspétrzednych;
— potrafi obliczy¢ dtugos¢ wektora o danych
wspotrzednych;
— zna cechy wektoréw réwnych i przeciwnych;
—zna twierdzenie o wspétrzednych wektoréw
rownych oraz wspétrzednych wektordéw
przeciwnych i potrafi je stosowac w prostych
—zadaniach;
— potrafi mnozy¢ wektor przez liczbe, dodawac
i odejmowac wektory;
—zna wzoér na wspodtrzedne srodka odcinka i potrafi
go stosowaé w zadaniach;
—postuguje sie réwnaniem kierunkowym prostej;
—postuguje sie réwnaniem ogdlnym prostej;
—zna warunek réwnolegtosci prostych danych

Uczen:

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na wspétrzedne
srodka odcinka, gdy zna wspotrzedne koncow
tego odcinka;

—potrafi napisa¢ rownanie okregu opisanego na
tréjkacie, gdy dane ma wspodtrzedne
wierzchotkdéw trojkata;

—potrafi rozwigzywac proste zadania
z wykorzystaniem wiadomosci o prostych,
tréjkatach, parabolach i okregach;

—potrafi rozwigzywac zadania z parametrem
dotyczace prostych i okregow.

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace okregdéw w uktadzie
wspotrzednych.
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réwnaniami kierunkowymi i stosuje go
w prostych zadaniach;

—zna warunek réwnolegtosci prostych danych
rownaniami ogolnymi i stosuje go w prostych
zadaniach;

—zna warunek prostopadtosci prostych danych
réwnaniami kierunkowymi i stosuje go
w prostych zadaniach;

—zna warunek prostopadtosci prostych danych
réwnaniami ogdlnymi i stosuje go w prostych
zadaniach;

—zna wzoér na odlegtos¢ punktu od prostej;

—potrafi obliczy¢ odlegtos¢ punktu od prostej;

—rozpoznaje rownanie okregu w postaci
zredukowanej x*> + y?>+ ax + by + c = 0 oraz
w postaci kanonicznej (x — a)? + (y — b)? = r?;

— potrafi sprowadzi¢ réwnanie okregu z postaci
zredukowanej do postaci kanonicznej
(i odwrotnie);

—potrafi odczytac z réwnania okregu wspoétrzedne

srodka i promien okregu;
— potrafi napisa¢ rownanie okregu, gdy zna
wspotrzedne srodka i promien tego okregu;
—potrafi narysowaé w uktadzie wspotrzednych
okrag na podstawie danego rownania
opisujgcego okrag;
— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie prostej
o danym réwnaniu wzgledem okregu o danym
rownaniu (po wykonaniu stosownych obliczen);
— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwdch

17




okregéw danych rdwnaniami (na podstawie
stosownych obliczen);

— potrafi obliczy¢ wspodtrzedne punktéw wspodlnych
prostej i okregu lub stwierdzi¢, ze prosta i okrag
nie majg punktéw wspdlnych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Odcinek o koncach A(—4, —-2) oraz B(2, 10)
podzielono na cztery odcinki rownej dtugosci.
Oblicz wspotrzedne punktéw podziatu.

Zadanie 2.

Dana jest prosta k: 3x—4y + 7 = 0 oraz punkt
A(-4, 1).

a) Napisz réwnanie ogdlne prostej |, przechodzacej
przez punkt A

—réwnolegtej do prostej k;

— prostopadtej do prostej k.

b) Oblicz odlegtosé punktu A od prostej k.

Zadanie 3.

W prostokatnym ukfadzie wspétrzednych narysuj
okragg o danym rownaniu:

(x+3)2+y>=16

Zadanie 4.
Wyznacz wspotrzedne srodka i dtugos¢ promienia
okregu o réwnaniu x* + y?> — 2x + 4y = 4.

Zadanie 1.

Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie
ABC, jedli A(1, 5), B(8, -2), C(9, 1).

Zadanie 2.

Prosta k: y = x +1 przecina parabole o réwnaniu
y =—x*+ 2x + 3 w punktach A i B.

a) Oblicz wspodtrzedne punktéw A i B.

b) Napisz réwnanie okregu o promieniu

r= \/g, ktorego Srednicg jest odcinek AB.

c) Oblicz pole AABS, gdzie S jest srodkiem okregu
wyznaczonego w punkcie b).

Zadanie 3.

Dana jest prosta k: 3x— 2y + 4 = 0. Oblicz liczbe g,
dla ktorej punkt A(2, a) lezy w odlegtosci 5 od
proste;j k.

Zadanie 4.
Wyznacz wartos¢ parametru m tak, aby okregi
o1: (x—m)?+ (y + 1)%= 4 oraz

02: (x+1)2+ (y—1)? =1, byty styczne zewnetrznie.

Zadanie 1.

Udowodnij, ze rdwnanie

x> +y?—ax+2by—0,75a>+2ab=0
opisuje okrag dla dowolnych liczb

rzeczywistych a oraz b takich, ze a # b.

Podaj wspdtrzedne srodka i promien
okregu.
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Zadanie 5.
Oblicz wspoétrzedne punktéw wspdlnych prostej

kiy= %x i okregu o rownaniu x?> + y?> — 6x = 0.

Zadanie 6.

Nie wykonujac rysunku, okresl:

a) wzajemne potozenie okregdw o réwnaniach:
xX>+y?—4x+2y+4=0o0razx*+y>*—8y=0.

b) wzajemne potozenie prostej k: y = 2x —3
wzgledem okregu o réwnaniu x> + y? = 4.
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5. Wielomiany

Tematyka zajeé:
e Wielomian jednej zmiennej rzeczywistej

e Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow

e Rownosé wielomiandw
e Podzielnos¢ wielomianow

e Dzielenie wielomiandw. Dzielenie wielomiandw z resztg
e Pierwiastek wielomianu. Twierdzenie Bezouta

e Pierwiastek wielokrotny
e Rozktadanie wielomiandw na czynniki
e Rdéwnania wielomianowe

e Zadania prowadzgce do réwnan wielomianowych

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojecie jednomianu jednej zmiennej
i potrafi okresdli¢ stopien tego jednomianu;

— potrafi wskaza¢ jednomiany podobne;

— potrafi rozpozna¢ wielomian jednej zmiennej
rzeczywistej;

— potrafi uporzgdkowaé wielomian (malejgco lub
rosngco);

— potrafi okresli¢ stopien wielomianu jednej
zmiennej;

Uczen:

— potrafi sprawnie dzieli¢ wielomian przez
wielomian;

— potrafi korzystaé z twierdzenia Bezouta przy
rozktadaniu wielomianéw na czynniki;

— potrafi rozktadaé wielomian na czynniki
korzystajgc ze wzordw skréconego mnozenia:
a+b3=(a+b)(a’-ab+b?),
a®>—-b3=(a-b)(a®?+ab + b?);

— potrafi rozwigzywaé réwnania dwukwadratowe;

Uczen:

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie
Bezouta;

— potrafi rozwigzywad zadania
dotyczace wielomiandw
wymagajgce niekonwencjonalnych
metod lub pomystéw, a takze
zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci z zastosowaniem poznanej
wiedzy.
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— potrafi obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla danej
wartosci zmiennej;

— potrafi rozpozna¢ wielomiany réwne;

— potrafi rozwigzywad proste zadania, w ktérych
wykorzystuje sie twierdzenie o réwnosci
wielomiandw;

— potrafi wykonaé dodawanie, odejmowanie,
mnozenie wielomiandw;

— potrafi wykonad dzielenie wielomianu przez
dwumian;

— potrafi sprawdzié czy podana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu;

— potrafi okresli¢ krotnos¢ pierwiastka
wielomianu danego w postaci iloczynowej;

—zna twierdzenie Bezouta i potrafi je stosowac
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu
przez dwumian, nie wykonujgc dzielenia;

— potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki poprzez
wytgczanie wspodlnego czynnika poza nawias,
zastosowanie wzorow skréconego mnozenia:

(a—b)?=a? —2ab + b?,
(a+b)>=a?+2ab+b?,

(a=b)(a +b)=a?-b?

oraz zastosowanie metody grupowania
wyrazéw;

— potrafi rozwigzywac réwnania wielomianowe,
ktore wymagajg umiejetnosci rozktadania
wielomianéw na czynniki wymienionych
w poprzednim punkcie;

—zna i potrafi zastosowac twierdzenie
o pierwiastkach catkowitych wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych;

—zna twierdzenie o reszcie i potrafi je stosowac
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wyznaczy¢ wielomian, ktoéry jest resztg
z dzielenia wielomianu o danych wtasnosciach
przez wielomian stopnia drugiego;

— potrafi rozwigzywad zadania tekstowe
prowadzgce do réwnan wielomianowych.
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— potrafi rozwigzywac proste zadania dotyczace
wtasnosci wielomiandéw, w ktérych wystepuja
parametry.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Dane s3 wielomiany: W(x) = 2x> —3x + 1 oraz
P(x) = 4x*> — x + 5.
Wykonaj dziatania:
a) W(x) - 2P(x);
b) Wi(x) + [P(x)]>.

Zadanie 2.

a) Roztdz wielomian
W(x)=-2x3+8x—x*+4
na czynniki liniowe.

b) Wymien pierwiastki tego wielomianu.

Zadanie 3.

Dany jest wielomian W(x) = 3x3 — 2x2 + kx.

a) Woyznacz k tak, aby pierwiastkiem tego
wielomianu byta liczba 1.

b) Dla wyznaczonej wartosci k wyznacz pozostate
miejsca zerowe tego wielomianu.

Zadanie 4.

Dane s3 wielomiany W(x) = (ax? + bx + 3)(x + 1)
oraz H(x) =3x3+7x*+ 7x + 3.

Wyznacz a oraz b tak, aby wielomiany W(x) oraz
H(x) byty réwne.

Zadanie 1.

Wielomian W(x) przy dzieleniu przez (x + 3) daje
reszte 6, a przy dzieleniu przez (x — 2) daje reszte
1. Wyznacz reszte z dzielenia tego wielomianu
przez wielomian P(x) = x?> + x — 6.

Zadanie 2.

lloczyn trzech kolejnych liczb nieparzystych jest o
65 wiekszy od réznicy kwadratéw liczby
najwiekszej i najmniejszej. Znajdz te liczby.

Zadanie 3.

Dla jakich m reszta z dzielenia wielomianu

W(x) = m?x® — 8x3 + 5m przez dwumian (x + 1) jest
mniejsza od 27?

Zadanie 4.

a) Rozwigz réwnanie 2x*—x>—1=0.

b) Roztdz na czynniki, mozliwie najnizszego
stopnia, wielomian W(x) = (x® + 8) (3x3 — 81).

Zadanie 1.
Roztéz na czynniki wyrazenie
(ab + ac + bc)(a + b +c) —abc.

Zadanie 2.

Roztéz na czynniki, mozliwie
najnizszego stopnia, wielomian
W(x) = 9x* + 9.

22



6. Funkcje wymierne

Tematyka zajeé:

e Okreslenie funkcji wymiernej

e Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie utamkéw algebraicznych
e Dodawanie i odejmowanie utamkow algebraicznych
e Mnozenie i dzielenie utamkoéw algebraicznych

e Proste rownania wymierne
e Proste nierownosci wymierne

e Zadania tekstowe prowadzgce do réwnan wymiernych

e Proporcjonalno$¢ odwrotna
e Funkcja homograficzna

e Zastosowanie wiadomosci o funkcji homograficznej w zadaniach

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:

— potrafi na podstawie wzoru odréznic funkcje
wymierng od innej funkcji;

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji wymiernej
(wyrazenia wymiernego);

— potrafi napisa¢ wzér funkcji wymiernej
o zadanej dziedzinie;

— potrafi wykonywaé dziatania na utamkach
algebraicznych, takie jak: skracanie utamkéw,
rozszerzanie utamkow, dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie utamkow
algebraicznych;

Uczen:
—zna definicje funkcji homograficznej

fix) = ox +b ,gdziec#0iad—-cb+0;
cx +d
— potrafi odréznié¢ funkcje homograficzng od innej
funkcji wymiernej;

P . +b
— potrafi przeksztatci¢ wzor funkcji f(x) = ax ,
X+c

gdzie x # —c tak, by znany byt wzor

. , . . a
proporcjonalnosci odwrotnejy = —
X

i wspoétrzedne wektora przesuniecia

Uczen:

—potrafi rozwigzywac zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci,
dotyczace funkcji wymiernych.
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— potrafi narysowac wykres proporcjonalnosci
odwrotnej f(x) = ﬂ' a € R—{0},x e R—{0};
X

— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji f(x) = g ,
X
a e R-{0},x e R—{0};

— potrafi przesungé wykres proporcjonalnosci
odwrotnej o dany wektor i opisa¢ wtasnosci
otrzymanej funkcji;

— potrafi rozwigzywaé proste rownania
i nierdwnosci wymierne zwigzane
z proporcjonalnoscig odwrotng;

— potrafi rozwigzywac proste zadania tekstowe
z zastosowaniem wiadomosci
o proporcjonalnosci odwrotne;.

rownolegtego;
ax+b

— potrafi narysowac wykres funkcji f(x) = ,
X+c
gdzie x #—;
— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji homograficzne;j
fix) = ox+b , gdzie x #—c, na podstawie jej
X+c
wykresu;

— potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji
homograficznej oraz wspétrzedne punktu,
w ktérym wykres przecina os OY;

— potrafi wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci
funkcji homograficznej;

— potrafi rozwigzywad rownania i nieréwnosci
zwigzane z funkcjg homograficzng;

— potrafi przeksztatci¢ wykres funkcji
homograficznej w symetrii wzgledem osi OX,
symetrii wzgledem osi OY, symetrii wzgledem
punktu (0, 0), w przesunieciu rownolegtym
o dany wektor oraz napisa¢ wzér funkgc;ji, ktorej
wykres otrzymano w wyniku tego
przeksztatcenia;

— potrafi rozwigzywad zadania tekstowe
prowadzgce do réwnan wymiernych.

Przyktadowe zadania
Zadanie 1. Zadanie 1. Zadanie 1.
a) Wyznacz te wartosci x, dla ktérych podane Wykres funkcji homograficznej o wzorze Z réwnania
tamki algebrai j liczb : 2x—-3 1 1
Hiamxi algebraiczne majq sens ficzbowy flx) = X otrzymamy w wyniku przesuniecia —_— =1
X+ y—1 x+1
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X+2 x> +1 X

x—3" x*+2x+1" x*—4x*+2x-8
b) Podaj przyktad funkcji wymiernej, ktorej
dziedzing jest zbiér R —{2, 3, 7}.

Zadanie 2.
a) Skroc¢ utamki algebraiczne:
4 2
2x —24x raz (zx_lz)(x+4);podaj
8x 4x° -1
konieczne zatozenia.
b) Wykonaj dodawanie oraz odejmowanie
utamkow algebraicznych:
X N 2x+3 X-=5 3
x-2 x+4 2x+3 4x* -9’
podaj konieczne zatozenia.

c) Wykonaj mnozenie oraz dzielenie wyrazen
x> -4 2x-1
2x* —x 5x+10
x> +4x+4  x+2
x*-16 2x-8
zatozenia.

wymiernych:

oraz

; podaj konieczne

Zadanie 3.

2
Dana jest funkcja o wzorze f(x) = —, gdzie
X

x € R—{0}.
a) Narysuj wykres funkcji f i na jego podstawie
omow wiasnosci funkcji.

rownolegtego wykresu proporcjonalnosci

. a .
odwrotnej y = — o pewien wektor.
X

a) Wyznacz wzor proporcjonalnosci odwrotne;j
oraz wspotrzedne wektora przesuniecia.

b) Oblicz miejsce zerowe funkcji f oraz
wspotrzedne punktu, w ktérym wykres
funkcji przecina os OY.

c) Naszkicuj wykres funkcji f.

d) Podaj przedziaty monotonicznosci funkcji f.

Zadanie 2.

Funkcja f(x) = 2—
X+b

przyjmuje wartosci ujemne

wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—o0; =5) U (2; +©).
Wyznacz wartos¢ wspétczynnika b. Nastepnie
3x+8

rozwigz nieréwnos¢ f(x) > .
X+5

Zadanie 3.

Dwie sekretarki wykonaty pewng prace w ciggu
12 godzin. Gdyby pierwsza wykonata sama
poftowe pracy, a nastepnie druga reszte, to
zuzytaby na to 25 godzin. W ciggu ilu godzin kazda
z sekretarek, pracujac oddzielnie, moze wykonaé
te prace?

Zadanie 4.

Rozwigz rdwnanie i nierdwnosé:
X+2 X 10

a) +

X+3 x-2 X +x—6

wyznacz y jako funkcje zmiennej x.
Nastepnie naszkicuj wykres tej funkcji
i omow jej whasnosci.
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e 2
b) Rozwigz nieréwnos¢ —<3.
X

Zadanie 4.
. . 2x—3 x-5
Rozwigz rdwnanie = .
X+5 x+2

Zadanie 5.

Promien duzego kota bicyklu ma dtugos¢ 54 cm,

a promien matego kétka — 20 cm. Oblicz, ile
obrotédw wykonato mate kétko, jesli w tym samym
czasie duze koto obrécito sie 50 razy. Jaka
odlegtosé pokonat wtedy bicykl?

b)

X

<

1

x2+6x+9 x+3
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