PLAN WYNIKOWY
(zakres rozszerzony)

klasa 2.

Wstep

Plan wynikowy ksztatcenia matematycznego jest dostosowany do programu nauczania matematyki w liceach i technikach — zakres rozszerzony,
autorstwa Marcina Kurczaba, Elzbiety Kurczab i Elzbiety Swidy, zamieszczonego na stronie internetowej www.pazdro.com.pl wiosng 2012 roku.
Jest on przeznaczony dla nauczycieli oraz uczniéw pracujgcych z podrecznikiem ,Matematyka. Podrecznik do licedw i technikéw. Zakres
rozszerzony” — numer ewidencyjny w wykazie podrecznikdéw: 563/2/2013 oraz zbiorami zadan do matematyki, autorstwa Elzbiety Kurczab,
Marcina Kurczaba i Elzbiety Swidy, wydanymi przez Oficyne Edukacyjna * Krzysztof Pazdro.

Plan jest wykazem wiadomosci i umiejetnosci, jakie powinien mie¢ uczen ubiegajacy sie o okreslone oceny na poszczegdlnych etapach edukacji
w liceum lub w technikum.

Wymagania stawiane przed uczniem podzielilismy na trzy grupy:

e Wymagania podstawowe (zawierajg wymagania konieczne);
e Wymagania dopetniajgce (zawierajg wymagania rozszerzajace);
e Wymagania wykraczajace.

Wymagania wykraczajgce zawierajg w sobie wymagania dopetniajace, te zas zawierajg wymagania podstawowe.

Ocene dopuszczajgcg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce 40—60% wymagan podstawowych,
zas ocene dostateczng — uczen, ktdry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 60% wymagan podstawowych.

Ocene dobrg powinien otrzymaé uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce do 75% wymagan dopetniajgcych, za$ ocene
bardzo dobrg — uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 75% wymagan dopetniajgcych.

Ocene celujgcg powinien uzyskac¢ uczen, ktdry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci zawarte w wymaganiach wykraczajgcych.




Aby utatwié nauczycielom, uczniom i ich rodzicom korzystanie z planu wynikowego, dla poszczegdlnych wymagan przedstawiamy przyktadowe
zadania, ktére doktadniej okreslajg stopien trudnosci probleméw wymaganych na poszczegdlne oceny. Przedstawione zadania nie moga
w zadnym wypadku stanowié przyktadowego zbioru zadan, z ktérego nauczyciel powinien czerpa¢ zadania na ewentualny egzamin
sprawdzajacy, lecz majg jedynie wskazaé stopien trudnosci zadan na poszczegdlne oceny.

Plan wynikowy nie moze by¢ ,dokumentem sztywnym”. Zaktadamy, ze kazdy nauczyciel zmodyfikuje ten plan, dostosowujgc go zaréwno do
liczby godzin przeznaczonych na realizacje materiatu, jak i do mozliwosci ucznidw.

Nauczycieli, ktorzy bedg korzystac z przygotowanego przez nas planu wynikowego, prosimy o wskazéwki i uwagi.

Autorzy
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1. Funkcja liniowa

Tematyka zajec:
e Proporcjonalnos¢ prosta
e Funkcja liniowa. Wykres funkcji liniowej

e Miejsce zerowe funkcji liniowej. Wtasnosci funkcji liniowej
e Znaczenie wspofczynnikdw we wzorze funkcji liniowej

e Rownolegtosé i prostopadtosc wykreséw funkgji liniowych o wspdétczynnikach kierunkowych réznych od zera
e Zastosowanie wiadomosci o funkcji liniowej w zadaniach z zycia codziennego
e Roéwnanie liniowe i nieréwnosc liniowa z jedng niewiadomg

e Rdéwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna

e Rdéwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

e Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

e Ukfady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi z parametrem

e Zastosowanie uktadéw réwnan liniowych do rozwigzywania zadan tekstowych

niewiadomymi

e Zastosowanie uktadow nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi do rozwigzywania zadan

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

—wie, jaka zaleznos¢ miedzy dwiema wielkosciami
zmiennymi nazywamy proporcjonalnoscia
prostg;

— potrafi wskazac wspotczynnik proporcjonalnosci;

—rozwigzuje zadania tekstowe z zastosowaniem
proporcjonalnosci prostej;

—zna pojecie funkcji liniowej;

— potrafi interpretowac wspdtczynniki we wzorze

Uczen:

— potrafi udowodni¢, na podstawie definicji,
niektore wtasnosci funkcji liniowej, takie jak:
monotonicznos$é, réznowartosciowos¢ itp.;

— potrafi przeprowadzi¢ dowdd warunku na
prostopadtos¢ wykresow funkcji liniowych
o wspotczynnikach réznych od zera;

— potrafi rozwigzywaé zadania z wartoscia
bezwzgledng i parametrem dotyczgce wtasnosci

Uczen:
—rozwigzuje zadania nietypowe
o podwyzszonym stopniu trudnosci.
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funkcji liniowej;

— potrafi sporzadzi¢ wykres funkcji liniowej danej
wzorem;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji liniowej
(wzoru funkcji) okresli¢ monotonicznos¢ funkcji;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie i graficznie zbiér
tych argumentow, dla ktérych funkcja liniowa
przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne,
niedodatnie, nieujemne);

— potrafi sprawdzié¢ algebraicznie, czy punkt
o danych wspétrzednych nalezy do wykresu
funkgcji liniowej;

— potrafi poda¢ wtasnosci funkcji liniowej na
podstawie wykresu tej funkcji;

—wie, ze wspotczynnik kierunkowy a we wzorze
funkcji y = ax + b oznacza tangens kata
nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX;

—wie, ze wspodtczynnik kierunkowy a we wzorze
funkcji liniowej y = ax + b wyraza sie wzorem
a= eI 4t , gdzie A(x1, y1), B(x2, y2) s3 punktami

Xy =X
nalezgcymi do wykresu tej funkcji;

— potrafi znalez¢é wzdr funkcji liniowej o zadanych
wtasnosciach (np. takiej, ktorej wykres
przechodzi przez dwa dane punkty; jest
nachylony do osi OX pod danym katem
i przechodzi przez dany punkt);

— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej na
podstawie informacji o jej wykresie;

— potrafi naszkicowac¢ wykres funkcji kawatkami

funkcji liniowej;

— potrafi rozwigzywaé réwnania i nieréwnosci
liniowe z wartoscig bezwzglednga i interpretowac
je graficznie;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje liczby rozwigzan
rownania liniowego z parametrem (z dwoma
parametrami);

— potrafi wyznaczy¢ wszystkie wartos$ci parametru,
dla ktérych zbiorem rozwigzan nieréwnosci
liniowej z parametrem, jest podany zbior;

— potrafi rozwigzywaé uktady réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi metoda
wyznacznikowg;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje liczby rozwigzan
uktadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi z parametrem, stosujgc metode
wyznacznikowg;

— potrafi rozwigzac¢ uktad dwoch réwnan liniowych
z dwiema niewiadomymi z wartoscia
bezwzgledng oraz zinterpretowa¢ go graficznie;

— potrafi wykres$la¢ w prostokgtnym ukfadzie
wspotrzednych zbiory punktéw opisane
rownaniem, nierownoscig, uktadem réwnan lub
uktadem nieréwnosci liniowych z dwiema
niewiadomymi z wartoscig bezwzgledng;

— potrafi stosowaé wiedze o uktadach nierownosci
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi do
rozwigzywania zadan (,,programowanie
liniowe”).
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liniowej i na jego podstawie omowic wiasnosci
danej funkcji;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie miejsca zerowe
funkcji kawatkami liniowej oraz wspoétrzedne
punktu wspdlnego wykresu funkcji i osi OY;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie zbidr tych
argumentow, dla ktérych funkcja kawatkami
liniowa przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne);

— potrafi obliczy¢ wartos¢ funkcji kawatkami
liniowej dla podanego argumentu;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej, ktorej
wykres jest réwnoleglty do wykresu danej funkcji
liniowej i przechodzi przez punkt o danych
wspotrzednych;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej, ktorej
wykres jest prostopadty do wykresu danej
funkcji liniowej i przechodzi przez punkt
o danych wspétrzednych;

— potrafi okresli¢, na podstawie wzordw dwdch
funkcji liniowych, wzajemne potozenie ich
wykresow;

— potrafi stosowaé wiadomosci o funkgcji liniowej
do opisu zjawisk z zycia codziennego (poda¢ opis
matematyczny zjawiska w postaci wzoru funkgji
liniowej, odczytac informacje z wykresu lub
wzoru, zinterpretowac je, przeanalizowaé
i przetworzy¢);

— potrafi rozwigza¢ réwnanie liniowe z jedng
niewiadomg;

— potrafi rozwigza¢ nieréwnos¢ liniowa z jedng




niewiadomg i przedstawic jej zbidér rozwigzan na
osi liczbowej;

— potrafi rozwigza¢ uktad nieréwnosci liniowych
z jedng niewiadomag;

— potrafi interpretowac graficznie réwnania
i nieréwnosci liniowe z jedng niewiadomg;

— potrafi rozwigzywad algebraicznie proste
rownania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng
i interpretowac je graficznie np. | |[x—-2| -1|=3,
[x+4]|>2x+3;

—zna pojecia réwnania pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi;

—wie, ze wykresem réwnania pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi jest prosta;

—zna pojecie uktadu dwéch réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi;

— potrafi rozpozna¢ uktad oznaczony,
nieoznaczony, sprzeczny i umie podac ich
interpretacje geometryczng;

— potrafi rozwigzywad algebraicznie (metodga przez
podstawienie oraz metoda przeciwnych
wspotczynnikdw) uktady dwéch réwnan
liniowych z dwiema niewiadomymi;

— potrafi rozwigzywaé zadania tekstowe
prowadzgce do uktadéw réownan liniowych;

—zna pojecie nierdwnosci pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi i potrafi interpretowac
geometrycznie takg nieréwnosé;

— potrafi przedstawic na ptaszczyznie
z prostokatnym uktadem wspédtrzednych, zbiér




tych wszystkich punktow, ktérych wspotrzedne
spetniajg dany uktad nieréwnosci liniowych
z dwiema niewiadomymi;

— potrafi opisa¢ dang figure geometryczna (np.
kat, trojkat, czworokat) przedstawiong
w prostokgtnym ukfadzie wspétrzednych, za
pomocg odpowiedniego uktadu nieréwnosci
liniowych z dwiema niewiadomymi;

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Naszkicuj wykres funkcji

x+2 dla x e(~o0,-1)
flx)={—x dla xe(-1,1)
x—2 dla xe(1,+x)

a) Oblicz miejsca zerowe funkcji f oraz
wspotrzedne punktu wspdlnego wykresu
funkcji fi osi OY.

b) Wyznacz algebraicznie zbiér tych argumentow,
dla ktdérych funkcja f przyjmuje wartosci
nieujemne.

c¢) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 6.

d) Naszkicuj wykres funkcji y = f(x) i na jego
podstawie naszkicuj wykres funkcji
g(x) = f(—x); oméw wtasnosci funkcji y = g(x).

Zadanie 2.
a) Napisz wzor funkcji liniowej f, wiedzac, ze jej

Zadanie 1.

Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktérych
funkcja liniowa f(x) = (|m—3| —=5)x —m + 10 jest
rosngca i nieparzysta.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k,

dla ktérych zbiorem rozwigzan nieréwnosci
liniowe] (4—k*)x+1+k>0 jestzbior wszystkich
liczb rzeczywistych.

Zadanie 3.
Rozwigz nierdwnosé:

NXT+AX+4 — |2x=5| =2 x+7.

Zadanie 4.

Dla jakich wartosci parametru m (m € R) uktad
rownan z niewiadomymi x iy

Zadanie 1.

Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktéra
dla kazdego x € R spetnia warunek:
f(2x—1) =-6x + 4.

Zadanie 2.

Funkcje y = sgn(a) (co oznacza znak
liczby a), definiujemy nastepujgco:
1 dlaa>0

0 dlaag=0

—-1dlaa<0

Na podstawie powyzsze] definicji
naszkicuj wykres funkcji:
f(x) =—2sgn(—3x+ 1) + 5.

sgn(a) =




wykres przechodzi przez punkt A( —\/5, -2)
i jest nachylony do osi OX pod katem 120°.

b) Napisz wzor funkcji liniowej g, ktérej miejscem
zerowym jest liczba 4 i ktorej wykres jest
prostopadty do wykresu funkcji f.

Zadanie 3.

Rozwigz nieréwnos¢ V5x>ax—1.

Zadanie 4.

Klub sportowy przeznaczyt na kupno 28 dreséw
kwote w wysokosci 2860 zt. Zamierza kupié dresy
w dwdch gatunkach. Jaka liczbe dreséw
pierwszego gatunku moze kupié ten klub, jesli
wiadomo, ze dres pierwszego gatunku kosztuje
125 zt, a dres drugiego gatunku 80 zt?

Zadanie 5.
Opisz za pomocg ukfadu nieréwnosci zbiér
przedstawiony na rysunku.

X—my=m
mx—-y=2
jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny?

W przypadku istnienia rozwigzan, wyznacz je.

Zadanie 5.
Wyznacz zbiér tych punktéw ptaszczyzny, ktérych
wspotrzedne spetniajg uktad nierdwnosci

{I x|—lyl <2

[x|<4

Zadanie 6.

Maty zaktad wtékienniczy produkuje dwa rodzaje
swetréw (damskie i meskie) z dwéch rodzajow
wetny (czarnej i biatej). Do produkcji jednego
swetra damskiego potrzeba 20 dag wetny czarnej
i 40 dag wetny biatej, a do produkcji swetra
meskiego — 60 dag wetny czarnej i 20 dag wetny
biatej. Zasoby wetny czarnej wynoszg 120 kg,
natomiast biatej 140 kg. Zysk osiggany ze
sprzedazy swetra meskiego wynosi 38 z1, a ze
sprzedazy swetra dla pan — 44 zi. lle i jakie swetry
powinien wyprodukowac ten zaktad, aby osiggngé
jak najwiekszy zysk?




Dane: A(-4, 1), K(O, 3)
B(6, -2), |<ACB| = 90°
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2. Funkcja kwadratowa

Tematyka zajec:

e Witasnosci funkcji kwadratowej y = ax?

e W?z6r funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej

e Zwigzek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogélnej a wzorem funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
e Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Wzér funkcji kwadratowe] w postaci iloczynowej

e Szkicowanie wykreséw funkcji kwadratowych. Odczytywanie wtasnosci funkcji kwadratowej na podstawie wykresu
e Najmniejsza oraz najwieksza warto$¢ funkcji kwadratowej w przedziale domknietym

e Badanie funkcji kwadratowej — zadania optymalizacyjne

e Roéwnania kwadratowe

e Réwnania prowadzgce do réwnan kwadratowych

e Nieréwnosci kwadratowe

e * Rownania i nieréwnosci, w ktérych niewiadoma wystepuje pod znakiem pierwiastka kwadratowego

e Zadania prowadzace do réwnan i nierdwnosci kwadratowych

e Wozory Viete'a

e Roéwnania i nierdwnosci kwadratowe z parametrem

e Wykres funkcji kwadratowej z wartoscig bezwzgledng

e Réwnania i nierdwnosci kwadratowe z wartoscig bezwzgledng

e Roéwnania kwadratowe z wartoscig bezwzgledng i parametrem

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajgce
Uczen: Uczen: Uczen
— potrafi naszkicowac wykres funkcji kwadratowej | — potrafi rozwigzywac zadania z parametrem — potrafi wyprowadzi¢ wzory na
okre$lonej wzorem y = ax?, gdzie a #0, oraz o podwyzszonym stopniu trudnosci dotyczgce miejsca zerowe funkcji
omowic jej wtasnosci na podstawie wykresu; wtasnosci funkcji kwadratowej; kwadratowej;
—zna wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej | — potrafi rozwigzywac zadania na dowodzenie — potrafi wyprowadzi¢ wzory na
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y=ax? + bx + ¢, gdzie a # 0;

—zna wzor funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej y = a(x — p)? + q, gdzie a # 0;

—zna wzor funkcji kwadratowej w postaci
iloczynowej y = a(x — x1)(x — x2), gdzie a # 0;

—zna wzory pozwalajace obliczy¢: wyrdznik
funkcji kwadratowej, wspotrzedne wierzchotka
paraboli, miejsca zerowe funkcji kwadratowej
(oile istniejag);

— potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkcji
kwadratowej lub uzasadnié, ze funkcja
kwadratowa nie ma miejsc zerowych;

— potrafi obliczy¢ wspétrzedne wierzchotka
paraboli na podstawie poznanego wzoru oraz
na podstawie znajomosci miejsc zerowych
funkcji kwadratowej;

— potrafi sprawnie zamienia¢ wzér funkcji
kwadratowej (wzér w postaci kanonicznej na
wzér w postaci ogdlnej i odwrotnie, wzoér
w postaci iloczynowej na wzér w postaci
kanonicznej itp.);

—interpretuje wspodtczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowe] w postaci
kanonicznej, w postaci ogdlnej i w postaci
iloczynowej (o ile istnieje);

— potrafi podac niektére wtasnosci funkcji
kwadratowej (bez szkicowania jej wykresu) na
podstawie wzoru funkcji w postaci kanonicznej
(np. przedziaty monotonicznosci funkcji,
rownanie osi symetrii paraboli, zbiér wartosci

dotyczgce wtasnosci funkcji kwadratowej;
— potrafi rozwigzywad rownania kwadratowe
z wartoscig bezwzglednga i parametrem;
— potrafi rozwigzywaé zadania optymalizacyjne.

wspotrzedne wierzchotka paraboli;

— potrafi rozwigzywaé rdwnania
i nieréwnosci, w ktérych
niewiadoma wystepuje pod znakiem
pierwiastka kwadratowego;

— potrafi rozwigzywadé rézne problemy
dotyczace funkcji kwadratowej,
ktére wymagajg niestandardowych
metod pracy oraz
niekonwencjonalnych pomystéw.
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funkcji) oraz na podstawie wzoru funkcji

w postaci iloczynowej (np. zbidr tych
argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie czy ujemne);

— potrafi naszkicowac wykres dowolnej funkcji
kwadratowej, korzystajac z jej wzoru;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji
kwadratowej omowic jej wtasnosci;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji kwadratowej
o zadanych wtasnosciach;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji kwadratowej na
podstawie informacji o jej wykresie;

— potrafi wyznaczy¢ najmniejszg oraz najwieksza
wartos$¢ funkcji kwadratowej w danym
przedziale domknietym;

— potrafi zastosowac wtasnosci funkcji
kwadratowej do rozwigzywania prostych
zadania optymalizacyjnych;

— potrafi algebraicznie rozwigzywac rownania
i nierdwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg;

— potrafi graficznie rozwigzywac rownania
i nierdwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg;

— potrafi rozwigzywaé zadania prowadzace do
rownan i nieréwnosci kwadratowych z jedng
niewiadomg (w tym takze zadania
geometryczne);

— potrafi rozwigzywac réwnania z niewiadoma
wystepujaca pod znakiem pierwiastka stopnia
parzystego, ktére mozna sprowadzi¢ do réwnan
kwadratowych;
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— potrafi rozwigzywaé proste zadania
z parametrem, w ktérych jest mowa
o wiasnosciach funkcji kwadratowej;

— potrafi przeanalizowac zjawisko z zycia
codziennego opisane wzorem (wykresem)
funkcji kwadratowej;

— potrafi opisa¢ dane zjawisko za pomocg wzoru
funkcji kwadratowej;

—zna wzory Viete’a i ich zastosowanie;

— potrafi przeksztatcaé wyrazenia, tak by mozna
byto oblicza¢ ich wartosci, stosujgc wzory
Viete'a;

— potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
kwadratowych, stosujgc poznane w klasie
pierwszej przeksztatcenia, oraz napisa¢ wzér
funkcji, ktérej wykres otrzymano w danym
przeksztatceniu;

— potrafi szkicowaé wykres funkcji kwadratowe;j
z wartoscig bezwzgledng;

— potrafi rozwigzywaé proste réwnania
i nierdwnosci kwadratowe z wartoscig
bezwzgledng;

— potrafi rozwigzywadé proste réwnania
i nierdwnosci kwadratowe z parametrem.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Funkcja kwadratowa f dana jest wzorem w postaci

Zadanie 1.

Zbadaj, na podstawie definicji, monotonicznosé¢

Zadanie 1.
Wyznacz rdwnania kwadratowe
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kanonicznej f(x) =-2(x +3)% + 8.

Podaj wzér funkcji f w postaci iloczynowej i ogdlnej.
Naszkicuj wykres funkcji fi na jego podstawie omow
wtasnosci funkgiji.

Zadanie 2.

Funkcja kwadratowa f(x) = x? + bx + ¢ jest malejaca
w przedziale (=, 1) i rosngca w przedziale (1, +).
Wierzchotek paraboli bedgcej wykresem funkcji f
nalezy do prostej k: y=4x— 8.

a) Wyznacz wspétczynniki b oraz c.

b) Oblicz miejsca zerowe funkcji f.

c) Rozwigz nierdwnosc f(x) < 4x — 8.

Zadanie 3.

Wyznacz wspoétczynniki b i c we wzorze funkcji
kwadratowej f(x) = x*> + bx + ¢, wiedzac, ze jej miejsca
zerowe spetniajg warunek:

X1=3 i X1+X2=10.

Zadanie 4.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = | x>= 4x| i na jego
podstawie ustal liczbe rozwigzan réwnania

| x> — 4x| = m, gdzie m jest parametrem im € R.

Zadanie 5.

Dla jakich wartosci parametru k (k € R) zbiorem
rozwigzan nieréwnosci (k*—1)x*> + (k +1)x +3 >0 jest
zbior wszystkich liczb rzeczywistych?

funkcji kwadratowej f(x) = —x? + 6x,
w przedziale (—oo; 3).

Zadanie 2.

Dla jakich wartosci parametru m miejsca

zerowe x1, x2 funkcji f o wzorze
fixX)=x*—=4(m+1)x+2m(m - 1)

spetniajg warunek x1<m<x;?

Zadanie 3.

Dtugosci bokéw pewnego tréjkata sg kolejnymi
liczbami naturalnymi dodatnimi. Cosinus kata
lezgcego pomiedzy dtuzszymi bokami jest
rowny 0,75. Wyznacz diugosci bokdéw tego
tréjkata i oblicz jego pole.

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m
(m € R) tak, aby réwnanie

x2=(m—=3) - |x| + m=0 miato dwa rézne
rozwigzania.

Zadanie 5.

O godzinie 13% statek B ptyngcy na zachdd ze
statg predkoscig 20 km/h znajduje sie w
odlegtosci 10 km od portu, za$ statek A ptynacy
na pétnoc ze statg predkoscig 40 km/h znajduje
sie w odlegtosci od portu 6 razy wiekszej niz
statek B.

ax*> + bx + ¢ =0 o wspdtczynnikach
catkowitych a, b, c, gdzie a € C—{0},
z ktérych kazde ma dwa rézne
rozwigzania: x1=a, x2 = b.

Zadanie 2.
Rozwigz nieréwnos¢
Jx+6 —Jx+1 > /2x-5.
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Zadanie 6.

, T 10 km /
Rozwigz rdwnanie x*=4+x"+1-5. 5 & oo i
2 4B ~—
Zadanie 7.
Drut majgcy dtugos¢ 2 m podzielono na dwie czesci: d

z jednej zrobiono kwadratowg ramke, a z drugiej

ramke prostokatng, w ktérej jeden bok prostokata

ma dfugosc¢ 3 razy wiekszg od dtugosci drugiego boku.

Jak nalezy podzieli¢ drut, aby suma pdl kwadratu

i prostokata byta najmniejsza? v
A

O ktorej godzinie odlegtos¢ miedzy statkami

bedzie najmniejsza?
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3. Geometria ptaska — czworokaty

Tematyka zajec:

e Podziat czworokatéw. Trapezoidy

e Trapezy

e Rownolegtoboki

e Okrag opisany na czworokacie

e Okrag wpisany w czworokat

e Okrag opisany na czworokacie, okrgg wpisany w czworokat — zadania na dowodzenie
e Podobienstwo. Figury podobne

e Podobienstwo czworokagtow

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajgce
Uczen: Uczen: Uczen:
—zna podziat czworokagtow; —umie na podstawie wtasnosci czworokata —umie udowodnic¢ twierdzenia
— potrafi wyrdzni¢ wsrdd trapezéw: trapezy podanych w zadaniu wywnioskowaé, jaki to jest o okregu wpisanym w czworokat
prostokatne i trapezy réwnoramienne; czworokat; i okregu opisanym na czworokacie;
poprawnie postuguje sie takimi okresleniami, jak: | —umie udowodni¢ twierdzenie o odcinku tgczgcym | — potrafi rozwigzywaé nietypowe
podstawa, ramie, wysokos¢ trapezu; srodki ramion trapezu; zadania o podwyzszonym stopniu
—wie, ze suma katow przy kazdym ramieniu — potrafi udowodni¢ twierdzenie o odcinku trudnosci dotyczace czworokatow,
trapezu jest réwna 180° i umie te wtasnosc taczacym srodki przekatnych trapezu; czworokatow wpisanych w okrag
wykorzysta¢ w rozwigzywaniu prostych zadan; | — potrafi rozwigzywaé zadania o érednim stopniu i opisanych na okregu, korzystajac
—zna twierdzenie o odcinku faczagcym Srodki trudnosci dotyczace czworokatéw, w tym przy tym z wczesniej poznanych
ramion trapezu i umie zastosowac je trapezéw i rownolegtobokdéw; twierdzen.
W rozwigzywaniu prostych zadan; — potrafi stosowad twierdzenia o okregu wpisanym
— potrafi rozwigzywaé proste zadania dotyczace w czworokat i okregu opisanym na czworokacie,
wtasnosci trapezow; W rozwigzywaniu ztozonych zadan o srednim
—zna podstawowe wtfasnosci rownolegtobokdow stopniu trudnosci;
i umie je stosowac w rozwigzywaniu prostych — potrafi zastosowacé twierdzenia o okregu
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zadan;

—wie, jakie wtasnos$ci ma romb;

—zna wtasnosci prostokata i kwadratu;

—wie, co to sg trapezoidy, potrafi podac przyktady
takich figur;

—zna wtasnosci deltoidu;

—rozumie, co to znaczy, ze czworokat jest wpisany
w okrag, czworokat jest opisany na okregu;

—zna warunki, jakie musi spetnia¢ czworokat, aby
mozna byto okrag wpisaé¢ w czworokat oraz aby
mozna byto okrag opisaé na czworokacie; potrafi
zastosowac te warunki w rozwigzywaniu
prostych zadan;

— potrafi wymieni¢ nazwy czworokatow, w ktore
mozna wpisaé, i nazwy czworokatow, na ktdérych
mozna opisac okrag;

— potrafi rozwigzywaé proste zadania dotyczace
trapezow wpisanych w okrag i opisanych na
okregu, w tym réwniez z wykorzystaniem
wczesniej poznanych wilasnosci trapezu;

—korzysta z wczesniej zdobytej wiedzy do
rozwigzywania zadan dotyczgcych czworokgtow
(trygonometria, twierdzenie Talesa, twierdzenie
Pitagorasa, wtasnosci trojkatéw itp.);

—zna i rozumie definicje podobienistwa;

— potrafi wskaza¢ figury podobne;

— potrafi rozwigzywaé proste zadania dotyczace
podobierstwa czworokatow.

wpisanym w czworokat i okregu opisanym na
czworokacie do rozwigzania zadan o $rednim
stopniu trudnosci dotyczgcych trapezéow
wpisanych w okrag i opisanych na okregu;

— potrafi wyprowadzié¢ wzér na pole czworokata
opisanego na okregu w zaleznosci od dtugosci
promienia okregu i obwodu tego czworokata;

— korzysta z wczesniej poznanych twierdzen (np.
twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinuséw) do
rozwigzywania zadan dotyczgcych czworokatow.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Z kawatka materiatu majgcego ksztatt trapezu
prostokatnego o podstawach dtugosci 1,2 m

i 0,4 m oraz wysokosci 1,5 m wycieto chorggiewke
w ksztafcie tréjkata rownoramiennego, ktérego
podstawag jest dtuzsze ramie trapezu, a jeden

z wierzchotkéw nalezy do krétszego ramienia
trapezu.

a) Wyznacz dtugosci odcinkéw, na jakie ten
wierzchotek podzielit krétsze ramie trapezu.

b) Oblicz dtugosci bokéw choragiewki.

Wyniki podaj z doktadnoscig do 0,01 m.

Zadanie 2.

W réwnolegtoboku ABCD wysoko$¢é DE o dtugosci
8 cm dzieli bok AB na odcinki dtugosci:

|AE| =4,5 cm, |EB| = 6 cm. Oblicz dtugosci
przekatnych tego réwnolegtoboku.

Zadanie 3.

Odcinek taczacy srodki ramion trapezu ma dtugosé
8 cm. Wiedz3c, ze w ten trapez mozna wpisac
okrag, oblicz obwdd trapezu.

Zadanie 4.
W réwnolegtoboku ABCD bok AB jest dwa razy
dtuzszy od boku AD. Na boku AB zaznaczono punkt

Zadanie 1.

Uzasadnij, ze odcinek taczacy srodki przekatnych
dowolnego trapezu jest réwnolegty do podstaw

i jego dtugosc jest réwna potowie rdznicy diugosci
podstaw.

Zadanie 2.

Wykaz, ze srodki przekatnych trapezoidu i Srodki
dwéch przeciwlegtych jego bokdéw sg
wierzchotkami réwnolegtoboku.

Zadanie 3.
W trapez ABCD, AB || CD, wpisano okrag o Srodku
0. Uzasadnij, ze | £ZBOC| = 90°.

Zadanie 4.

W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw jest
trzy razy dtuzsza od drugiej, a dtugos¢ drugiej
podstawy jest potowg dtugosci ramienia. Wykaz, ze
w ten trapez mozna wpisac okrag.

Zadanie 1.

W danym okregu punkt A jest srodkiem
tuku BC, a dwie dowolne cieciwy AD,
AE przecinajg cieciwe BC w punktach B1
i C1. Wykaz, ze woéwczas na
czworokgcie B1C1ED mozna opisac
okrag.

19




K, a na boku DC — punkt L w taki sposdb, ze
czworokat AKLD jest podobny do réwnolegtoboku
ABCD. Wyznacz skale tego podobienstwa.

Oblicz stosunek |AK] : |KB]|.
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4. Geometria ptaska — pole czworokata

Tematyka zajec:

e Pole prostokata. Pole kwadratu

e Pole réwnolegtoboku. Pole rombu
e Pole trapezu

e Pole czworokata — zadania rézne
e Pola figur podobnych

e Mapa. Skala mapy

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi zastosowac wzory na pole kwadratu
i prostokata w rozwigzaniach prostych zadan;

—zna wzory na pole réwnolegtoboku; potrafi
rozwigzywac proste zadania geometryczne
dotyczace réwnolegtobokdw, wykorzystujgc
wzOr na jego pole i poznane wczesniej
twierdzenia;

—zna wzory na pole rombu; potrafi rozwigzywaé
proste zadania geometryczne dotyczgce
rombdéw, wykorzystujgc wzory na jego pole
i poznane wczesniej twierdzenia;

—zna wz0r na pole trapezu; potrafi rozwigzywac
proste zadania geometryczne dotyczace
trapezow, wykorzystujgc wzor na jego pole
i poznane wczesniej twierdzenia;

— potrafi rozwigzywac proste zadania

Uczen:

— potrafi wyprowadzié¢ wzér na pole
réwnolegtoboku;

— potrafi wyprowadzié¢ wzory na pole rombu;

— potrafi wyprowadzié wzér na pole trapezu;

— potrafi rozwigzywad zadania geometryczne
o Srednim stopniu trudnosci, wykorzystujgc
wzory na pola tréjkatéw i czworokatéw, w tym
rowniez z wykorzystaniem wczesniej poznanych
twierdzen (np. twierdzenia sinuséw i cosinuséw,
twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat
i opisanym na czworokacie).

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé nietypowe
zadania geometryczne
o podwyzszonym stopniu trudnosci
z wykorzystaniem wzoréw na pola
figur i innych twierdzen.
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geometryczne dotyczgce czworokatow,
wykorzystujgc wzory na ich pola i poznane
wczesniej twierdzenia, w szczegdlnosci
twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenie
o okregu wpisanym w czworokat i opisanym na
czworokacie;

—zna zwigzek miedzy polami figur podobnych
i potrafi korzystaé z tego zwigzku, rozwigzujac
zadania geometryczne o niewielkim stopniu
trudnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Przekatna kwadratu jest o 2 cm dtuzsza od boku
tego kwadratu. Oblicz pole kwadratu.

Zadanie 2.

Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne
dtugosci 13 cm i 8 cm przecinajg sie pod katem
60°.

Zadanie 3.

W réwnolegtoboku ABCD przekatne ACi DB

przecinajg sie w punkcie S.

a) Wykaz, ze pole rownolegtoboku ABCD jest
cztery razy wieksze od pola tréjkata ASD.

b) Wiedzac dodatkowo, ze pole trdjkata ASD jest
0 15 cm? mniejsze od pola réwnolegtoboku

Zadanie 1.

W réwnolegtobok o krétszym boku dtugosci 5 dm
wpisano dwa jednakowe kota o promieniu
dtugosci 2 dm, kazde styczne do trzech bokéw
rownolegtoboku i styczne do siebie.

Oblicz obwdd i pole rownolegtoboku.

Zadanie 2.

Romb o boku dtugosci 18 cm podzielono na trzy
czesci o réwnych polach prostymi przechodzgcymi
przez wierzchotek kata ostrego. Oblicz dtugosci
odcinkdéw, na jakie te proste podzielity boki
rombu.

Zadanie 3.
Pola tréjkatow, ktérych podstawami sg podstawy

Zadanie 1.

W réwnolegtoboku ABCD sg dane:
|AB| =18, |BC|= 10 oraz

| ZABC| = 120°. Punkt K nalezy do
boku ABi |AK| = 12. Punkt L jest
srodkiem boku BC. Proste CK'i DL
przecinajg sie w punkcie M. Oblicz pole
czworokata KBLM.

22




ABCD, oblicz pole tego réwnolegtoboku.

Zadanie 4.

Przekatne rombu majg dtugo$é¢ 10 cm i 24 cm.
Oblicz sinus kata ostrego tego rombu i na tej
podstawie ustal, czy kat ostry rombu ma miare
wiekszg od 45°, czy mniejsza.

Zadanie 5.

Obwéd czworokata jest rowny 54 cm.

W czworokat ten wpisano koto o promieniu 4 cm.
Oblicz pole danego czworokata.

Zadanie 6.

Czworokaty F1 i F2 sg podobne. Obwdd czworokata
F1 jest 0 15% wiekszy od obwodu czworokata F».

O ile procent pole czworokgata Fi1 jest wieksze od
pola czworokata F?

trapezu, a wspdélnym wierzchotkiem jest punkt
przeciecia sie przekatnych tego trapezu, sg réwne
P1 i P3. Oblicz pole trapezu.

Zadanie 4.

Na okregu opisano trapez prostokatny. Odlegtosci
srodka okregu od koncéw dtuzszego ramienia sg
rowne 3 cm i 7 cm. Oblicz pole trapezu.
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5. Wielomiany

Tematyka zajec:

¢ Wielomian jednej zmiennej rzeczywistej

e Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianéw

e Rownos¢ wielomianow
e Podzielnos$¢ wielomiandw

e Dzielenie wielomiandw. Dzielenie wielomiandw z resztg
e Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy za pomocg schematu Hornera

e Pierwiastek wielomianu

e Twierdzenie Bezouta

e Pierwiastek wielokrotny

e Rozkfadanie wielomianéw na czynniki
e Rownania wielomianowe

e Zadania prowadzace do réwnan wielomianowych

e Roéwnania wielomianowe z parametrem
e Funkcje wielomianowe
e Nieréwnosci wielomianowe

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

—zna pojecie jednomianu jednej zmiennej;

— potrafi wskaza¢ jednomiany podobne;

— potrafi rozpoznaé wielomian jednej zmiennej
rzeczywistej;

— potrafi uporzadkowaé wielomian (malejgco lub
rosngco);

— potrafi okresli¢ stopien wielomianu jednej
zmiennej;

Uczen:
— potrafi sprawnie wykonywac dziatania na
wielomianach;
— potrafi udowodni¢ twierdzenie Bezouta;
—zna i potrafi stosowaé twierdzenie
o wymiernych pierwiastkach wielomianu
o wspétczynnikach catkowitych;
— potrafi udowodni¢ twierdzenie o wymiernych
pierwiastkach wielomianu o wspétczynnikach

Uczen:

— potrafi rozwigzywad rézne problemy
dotyczace wielomiandw, ktére
wymagajg niestandardowych metod
pracy oraz niekonwencjonalnych
pomystéw.
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— potrafi obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla dane;j
wartosci zmiennej;

— potrafi wykona¢ dodawanie, odejmowanie
i mnozenie wielomianow;

— potrafi podzieli¢ wielomian przez dwumian
ax + b;

— potrafi podzieli¢ wielomian przez dowolny
wielomian;

— potrafi podzieli¢ wielomian przez dwumian
liniowy za pomocg schematu Hornera;

— potrafi rozpoznaé¢ wielomiany rowne;

— potrafi rozwigzywad proste zadania, w ktérych
wykorzystuje sie twierdzenie o réwnosci
wielomianoéw;

— potrafi sprawdzi¢, czy podana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu;

— potrafi okresli¢ krotnosé pierwiastka
wielomianu;

—zna twierdzenie Bezouta i potrafi je stosowad
W rozwigzywaniu zadan;

—zna twierdzenie o reszcie i potrafi je stosowad
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wyznaczy¢ wielomian, ktéry jest resztg
z dzielenia wielomianu o danych wtasnosciach
przez inny wielomian;

— potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki poprzez
wyltgczanie wspdlnego czynnika poza nawias,
zastosowanie wzoréw skroconego mnozenia,
zastosowanie metody grupowania wyrazéw,
a takze wowczas, gdy ma podany jeden

catkowitych;

— potrafi sprawnie rozktada¢ wielomiany na
czynniki (w tym stosujac ,,metode préb”);

— potrafi rozwigzywad rownania i nieréwnosci
wielomianowe z wartoscig bezwzgledng;

— potrafi rozwigzywaé zadania dotyczace
wtasnosci wielomianow, w ktérych wystepuja
parametry;

— potrafi rozwigzywad rownania i nieréwnosci
wielomianowe z parametrem;

— potrafi rozwigzywad zadania tekstowe
prowadzgce do réwnan i nieréwnosci
wielomianowych;

— potrafi udowodni¢ wzory Viete’a dla réwnania
trzeciego stopnia.
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z pierwiastkdow wielomianu i konieczne jest
znalezienie pozostatych z wykorzystaniem
twierdzenia Bezouta;

— potrafi rozwigzywad rownania wielomianowe,
ktore wymagajg umiejetnosci rozktadania
wielomiandéw na czynniki wymienionych
w poprzednim punkcie;

— potrafi rozwigzywadé proste zadania tekstowe
prowadzgce do rownan wielomianowych;

— potrafi rozwigzywadé proste zadania dotyczace
wielomiandw, w ktérych wystepujg parametry;

—zna definicje funkcji wielomianowej;

— potrafi naszkicowac przyblizony wykres funkcji
wielomianowej na podstawie informacji
o miejscach zerowych tej funkcji oraz znaku
wspotczynnika przy najwyzszej potedze
zZmiennej;

— potrafi rozwigzywaé nieréwnosci wielomianowe
(korzystajgc z siatki znakéw, postugujac sie
przyblizonym wykresem funkgcji
wielomianowej).

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz sume wszystkich wspoétczynnikow
wielomianu W(x) = (3x” — 2x6)2014,

Zadanie 2.
Wykonaj dzielenie z resztg:

Zadanie 1.
Udowodnij, ze jesli x1, X2, X3 sg rozwigzaniami
réwnania x3 + px> + gx +r=0, to

Zadanie 1.

Znajdz wszystkie pary p, q liczb

catkowitych takie, ze wielomian

okreslony wzorem
W(x)=1-2x—-9x2 + x3

spetnia warunki
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(2x* = 3x3 + 4x—6) : (x> + 2x - 3).

Zadanie 3.

Roztéz na czynniki mozliwie najnizszego stopnia
wielomiany:

a) W(x) =125x3-8;

b) W(x) = 9x3 — 4x?> — 27x + 12;

c) W(x) = 6x* — 12x3 + 6x2.

Podaj pierwiastki powyzszych wielomiandw.
Okresl krotnos¢ pierwiastkow.

Zadanie 4..
Dla jakich wartos$ci parametru a reszta z dzielenia
wielomianu
W(x)=2x*-3x>+ax +a’x+2
przez dwumian (x — 1) jest wieksza od 3?

Zadanie 5.

Rozwigz réwnanie i nieréwnos¢:
a)x3+4x*—2x—-8=0;

b) (x* + 1)(x —x?>=5)(x* + 6x + 9)(x 2—x—2) > 0.

Zadanie 6.

lloczyn kwadratu pewnej liczby i kwadratu liczby
0 4 od niej wiekszej jest rowny 441. Wyznacz te
liczby.

Zadanie 7.
Funkcja wielomianowa W(x) = ax® + bx> + cx + d,
gdzie a # 0, ma dwa rdzne miejsca zerowe: x1 = —2

X, +X,+X;=—p
X, Xy + X X5 +X,X; =@ .

X X, X3 =—r

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p tak, aby
réwnanie 3x3 + 2(p — 2)x*> — 2px + 1 = 0 miato trzy
rézne rozwigzania.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla
ktérych nieréwnos$é x* + (m—2)x>+ m+ 1> 0 jest
spetniona przez dowolng liczbe rzeczywista.

Zadanie 4.
W kule o promieniu 10 cm wpisano walec,
ktorego objetosc stanowi 43,2% objetosci kuli.

Wyznacz wymiary walca.

Zadanie 5.
Rozwigz réwnanie i nieréwnos¢:

W(p) =qiW(q) = p.
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oraz x; = 3. Liczba x; jest dwukrotnym

pierwiastkiem wielomianu W(x). Dla argumentu 1

wartos$¢ wielomianu wynosi —12.

a) Wyznacz wartosci wspoétczynnikéw g, b, ¢, d.

b) Dla wyznaczonych wspdétczynnikéw rozwiaz
nieréwnos¢ W(x) > 0.

a) §x3+2x2+x— 31 =0

b) x2 < |6x—x3].
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6. Utamki algebraiczne. ROwnania i nierownosci wymierne. Funkcje wymierne

Tematyka zajec:

e Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie utamkéw algebraicznych
e Dodawanie i odejmowanie utamkow algebraicznych

e Mnozenie i dzielenie utamkdéw algebraicznych

e Zadania na dowodzenie z zastosowaniem utamkow algebraicznych

e Rdéwnania wymierne

e Zadania tekstowe prowadzace do rownan wymiernych

e Nieréwnosci wymierne

e Rdéwnania i nieréwnosci wymierne z parametrem

e Proporcjonalnos¢ odwrotna
e Funkcje wymierne
e Funkcja homograficzna

e Zastosowanie funkcji homograficznej w zadaniach

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna pojecie utamka algebraicznego jednej
zZmiennej;

— potrafi wyznaczyé dziedzine utamka
algebraicznego;

— potrafi podaé przyktad utamka algebraicznego
o zadanej dziedzinie;

— potrafi wykonywac dziatania na utamkach
algebraicznych, takie jak: skracanie utamkoéw,
rozszerzanie utamkow, dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie utamkow
algebraicznych, okreslajgc warunki wykonalnosci

Uczen:

— potrafi sprawnie wykonywac dziatania faczne
na utamkach algebraicznych;

— potrafi rozwigzywaé zadania na dowodzenie
z zastosowaniem utamkéw algebraicznych
(w tym zadania dotyczace zwigzkdw pomiedzy
srednimi: arytmetyczng, geometryczng, Srednig
kwadratows);

— potrafi rozwigzywaé réwnania i nierdwnosci
wymierne;

— potrafi rozwigzywaé réwnania i nierdwnosci
wymierne z wartoscig bezwzgledng;

Uczen:

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje
liczby rozwigzan réwnania
wymiernego z parametrem;

— potrafi rozwigzywad zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace funkcji wymiernych
wymagajgce zastosowania
niekonwencjonalnych metod.
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tych dziatan;

— potrafi wykonywac dziatania taczne na
utamkach algebraicznych;

— potrafi rozwigzywac proste zadania na
dowodzenie z zastosowaniem utamkow
algebraicznych;

— zna definicje réwnania wymiernego;

— potrafi rozwigzywac proste réwnania wymierne;

— potrafi rozwigzywac zadania tekstowe
prowadzace do prostych rGwnan wymiernych;

— zna definicje nieréwnosci wymiernej;

— potrafi rozwigzywac proste nierdwnosci
wymierne;

— wie, jaka zalezno$¢ miedzy dwiema
wielko$ciami zmiennymi, nazywamy
proporcjonalnoscig odwrotng; potrafi wskazac
wspotczynnik proporcjonalnosci;

— rozwigzuje zadania z zastosowaniem
proporcjonalnosci odwrotnej;

— zna definicje funkcji wymiernej;

— potrafi okredli¢ dziedzine funkcji wymiernej;

—rozwigzuje proste zadania z parametrem
dotyczace funkcji wymiernych;

—zna definicje funkcji homograficznej

= ax+b ,gdziec#0iad—-cb=0;
cx+d
— potrafi przeksztatci¢ wzor funkcji y = ox+b ,
cx+d

gdziec#0iad—cb+0, do postaci

— potrafi rozwigzywad uktady réwnan
i nieréwnosci wymiernych (takze z wartoscia
bezwzgledna);

— potrafi rozwigzywad rownania i nieréwnosci
wymierne z parametrem;

— potrafi rozwigzywaé uktady réwnan
i nierdwnosci wymiernych;

— potrafi rozwigzywad zadania dotyczgce
wtasnosci funkcji wymiernej (w tym
z parametrem);

— potrafi dowodzi¢ wtasnosci funkcji wymiernej;

— potrafi rozwigzywaé zadania z parametrem
dotyczace wtasnosci funkcji homograficznej;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji homograficznej na
podstawie informacji o jej wykresie;

— potrafi naszkicowac wykres funkcji
homograficznej z wartos$cig bezwzgledng i na
podstawie wykresu funkcji opisaé wtasnosci
funkcji;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje liczby rozwigzan
rownania wymiernego z wartoscig bezwzgledng
i parametrem, na podstawie wykresu funkcji
homograficznej, we wzorze ktdrej wystepuje
wartos¢ bezwzgledna;

— potrafi rozwigzywac zadania tekstowe
prowadzgce do réwnan i nierdwnosci
wymiernych.
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y= +q;

X—p
— potrafi naszkicowac wykres funkcji

. L . k
homograficznej o rownaniuy = ——+gq;

— potrafi na podstawie wzoru funkcji y = L+q
X—p

okresli¢ jej dziedzine i zbior wartosci;

— potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji
homograficznej oraz wspoétrzedne punktu
wspolnego wykresu funkcji i osi OY;

— potrafi wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci

funkcjiy = Kk +q;
X—p

— potrafi przeksztatcaé wykres funkcji
homograficznej w Sox, Sov, S0, 0), przesunieciu
rownolegtym o dany wektor;

— potrafi rozwigzywacé proste zadania
z parametrem dotyczace funkgji
homograficznej.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie:
x—6 x*—36 x+2
4x = 8 X+6
Podaj konieczne zatozenia.

Zadanie 1.
a) Wykaz, ze jesli liczby a, b, ¢ s dodatnie, to

%bﬂ: >3/abc .

b) Wykaz, ze jedlia # 0, to a* +£ >48.
a

Zadanie 1.
Rozwigz réwnanie z parametrem a
(a € R):
1 1 2@+3)
2atax 2x—-x> x*—4x
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Zadanie 2.

s . +
Wykaz,zejesI|m>0|0<b<a,tog>a m

b+m

Zadanie 3.
Rozwigz réwnanie i nieréwnos¢:
xX—x*+8 1 1
a) 3 =— +
x —8 X +2x+4 x+2

b)x*+3x—-1< i
X

Zadanie 4.

Przez jeden z krandw woda wyptywa ze zbiornika,
a przez drugi do niego wptywa. Po otworzeniu
obu kranéw zbiornik zostanie napetniony woda
w ciggu 12 godzin. W ciggu ilu godzin pierwszy
kran oprdznia petny zbiornik, a drugi napetnia
pusty zbiornik, jesli wiadomo, ze czas napetniania
zbiornika jest o godzine kréotszy od czasu jego
oprézniania?

Zadanie 5.
ax—1

Funkcja F okreslona jest wzorem F(x) = S
+

Wyznacz wartos¢ parametru a tak, aby do
wykresu funkcji F nalezat punkt A(3, 1).
Dla wyznaczonej wartosci parametru:
a) sprowadz wzor tej funkcji F do postaci
k
Fix)= ——+q;

Zadanie 2.
Rozwigz réwnanie i nieréwnos¢:

2
a) x%(ilj ~15
X_

| x* —x|+1

LEAAR W

| x+1]|—-x*
Zadanie 3.

Funkcja F(x) = ox+b ,gdzieac—-b#0ix#—c,
X+c

jest monotoniczna w przedziatach (-, 3),
(3, +0), zbiorem wartosci funkcji jest zbior

R — {2}, zas jej miejscem zerowym jest liczba -2,5.

Wyznacz wartosci wspétczynnikéw a, b, c.

Nastepnie:

a) podaj zbidr tych argumentéw, dla ktdérych
funkcja przyjmuje wartosci nieujemne;

b) naszkicuj wykres funkcji G(x) = F(|x|) i na jego
podstawie zbadaj liczbe rozwigzan réwnania
G(x) = m, gdziem € R.

Zadanie 4.

Dla jakich wartos$ci parametru m (m € R) zbiorem

rozwigzan nieréwnosci

x*+(m+1)x-5
x°—x+1

liczb rzeczywistych?

-7< < 3 jest zbidr wszystkich

Zadanie2.
Wykaz, ze jesli X Yz
a b c
2 2 2
i g+2+£:O, toX—2+y—2+Z—2:1.
X y z a b ¢
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b) okresl dziedzine i zbior wartosci funkcji F;

c) podaj przedziaty monotonicznosci funkcji F;
d) wyznacz zbidr tych argumentéw, dla ktérych
wartosci funkcji F sg wieksze od wartosci

x+3

2x—5

funkcji G(x) =

Zadanie 5.

Dla jakich wartosci parametru m (m € R)
2x° —(m—-4)x+m+2
X+2

rézne rozwigzania ujemne?

rownanie =0 madwa
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7. Ciagi

Tematyka zajec:

e Okreslenie ciggu. Sposoby opisywania ciggdéw
e Monotonicznosc ciggdw

e Cigg arytmetyczny

e Suma poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

e Cigg geometryczny

e Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

e Lokaty pieniezne i kredyty bankowe

e Cigg arytmetyczny i cigg geometryczny — zadania rézne

e Granica ciggu liczbowego

e Wiasnosci ciggdw zbieznych

e Ciaggirozbiezne do nieskonczonosci
e Szereg geometryczny

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

—zna definicje ciggu (ciggu liczbowego);

— potrafi wyznaczy¢ dowolny wyraz ciggu
liczbowego okreslonego wzorem ogdélnym:;

— potrafi narysowac wykres ciggu liczcbowego
okres$lonego wzorem ogdlnym;

— potrafi zbada¢ na podstawie definicji
monotoniczno$¢ ciggu liczbowego okreslonego
wzorem ogoélnym;

— potrafi podac przyktady ciggdw liczbowych
monotonicznych;

— potrafi sprawdzié, ktére wyrazy ciggu nalezg do

Uczen:

— potrafi okresli¢ cigg wzorem rekurencyjnym;

— potrafi wyznaczy¢ wyrazy ciggu okreslonego
wzorem rekurencyjnym;

— wie, jaki cigg liczbowy nazywamy ciggiem
Fibonacciego; zna definicje rekurencyjng tego
ciggu i wzér na wyraz ogélny;

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na sume n kolejnych
poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na sume n kolejnych
poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego;

— potrafi udowodni¢ nieréwnos¢ Bernoulliego;

Uczen:

—zna, rozumie i potrafi zastosowacd
twierdzenie o trzech ciggach do
obliczenia granicy danego ciagu;

—wie, co to jest liczba e oraz potrafi
oblicza¢ granice ciggéw z liczbg e.

— potrafi rozwigzywac zadania na
dowodzenie, w ktérych jest mowa
o ciggach.
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danego przedziatu;

— potrafi wyznaczy¢ wyrazy ciggu o podanej
wartosci;

—zna definicje ciggu arytmetycznego;

— potrafi zbada¢ na podstawie definicji, czy dany
ciag okreslony wzorem ogdlnym jest
arytmetyczny;

— potrafi podac przyktady ciggow
arytmetycznych;

—zna i potrafi stosowa¢ w rozwigzywaniu zadan
wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego;

—zna i potrafi stosowac w rozwigzywaniu zadan
wzdér na sume n kolejnych poczatkowych
wyrazéw ciggu arytmetycznego;

— potrafi wykorzystaé srednig arytmetyczng do
obliczenia wyrazu srodkowego ciggu
arytmetycznego;

—zna definicje ciggu geometrycznego;

— potrafi zbada¢ na podstawie definicji, czy dany
cigg okreslony wzorem ogdlnym jest
geometryczny;

—zna i potrafi stosowac w rozwigzywaniu zadan
wzOr na n-ty wyraz ciggu geometrycznego;

—zna i potrafi stosowac wzdr na sume n
kolejnych poczgtkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego;

— potrafi wykorzystaé srednig geometryczng do
obliczenia wyrazu srodkowego ciggu
geometrycznego;

— potrafi wyznaczy¢ cigg arytmetyczny

—zna definicje i rozumie pojecie granicy ciggu
liczbowego zbieznego;

— potrafi wykaza¢ na podstawie definicji, ze dana
liczba jest granica ciggu;

—zna i potrafi stosowac twierdzenia dotyczace
wtasnosci ciggdw zbieznych;

— potrafi oblicza¢ granice réznych ciggéw
zbieznych;

— potrafi oblicza¢ granice niewtasciwe réznych
ciggdéw rozbieznych do nieskoriczonosci;

— potrafi rozwigzywad rézne zadania
z zastosowaniem wiadomosci o szeregu
geometrycznym zbieznym.

35




(geometryczny) na podstawie wskazanych
danych;

— potrafi stosowac procent prosty i sktadany
w zadaniach dotyczgcych oprocentowania lokat
i kredytow;

— potrafi rozwigzywaé zadania ,mieszane”
dotyczace ciggdw arytmetycznych
i geometrycznych;

—rozumie intuicyjnie pojecie granicy ciggu
liczbowego zbieznego;

—zna i potrafi stosowac twierdzenie
o dziaftaniach arytmetycznych na granicach
ciggow zbieznych;

— potrafi obliczy¢ granice ciggu liczbowego
(proste przyktady);

— potrafi odrdznic cigg geometryczny od szeregu
geometrycznego;

—zna warunek na zbieznos¢ szeregu
geometrycznego i wzor na sume szeregu;

— potrafi zbada¢ warunek na istnienie sumy
szeregu geometrycznego (proste przyktady);

— potrafi oblicza¢ sume szeregu geometrycznego
(zamiana utamka okresowego na utamek
zwykty, proste réwnania i nierdwnosci
wymierne, proste zadania geometryczne);

— potrafi oblicza¢ granice niewtasciwe ciggow
rozbieznych do nieskoriczonosci (proste
przyktady).
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Dany jest cigg (an) okreslony wzorem ogdlnym
_3n+4
n+1
a) Zbadaj monotonicznosc ciggu (an).
b) Oblicz granice ciggu (an).
c) Wyznacz te wyrazy ciggu (an), ktére nalezg do

an

1 3
rzedziatu (3=, 3=).
p ( s 4)

Zadanie 2.

Suma czwartego i siddmego wyrazu ciggu
arytmetycznego wynosi 86, a suma drugiego

i trzynastego wyrazu tego ciggu jest rowna 22.
Znajdz pierwszy wyraz i réznice tego ciggu. Oblicz,
ile wyrazow tego ciggu daje w sumie liczbe
—73450.

Zadanie 3.

Firma zdeponowata w banku pewng sume
pieniedzy na trzy lata. Po tym okresie na koncie tej
firmy byto 283 031,15 zt. Wiedzgc, ze roczna stopa
procentowa wynosita 20%, a odsetki
kapitalizowane byty co pdt roku, oblicz jakg kwote
zdeponowata firma.

Zadanie 1.
Wyznacz wyraz ogdlny ciggu geometrycznego
okreslonego wzorem rekurencyjnym:

a, =2
an = (_4) : anfl

Zadanie 2.

Ciag arytmetyczny ma pie¢ wyrazéw. Srodkowy
wyraz tego ciggu ma wartos¢ 5. Pierwszy, drugi i
pigty wyraz tego ciggu (w podanej kolejnosci)
tworzg cigg geometryczny. Wyznacz wyrazy ciggu
geometrycznego.

Zadanie 3.
Wykaz, na podstawie definicji, ze liczba % jest

2n+1

granicg ciggu o wyrazie ogélnym a, = .
3n-2

Zadanie 4.
Oblicz granice ciggdw:

an=+n"-2n —n;

Zadanie 1.

Udowodnij, ze jeslia, b, ci d tworza
cigg geometryczny, to

(@2 + b2+ c)(b? + ¢ + d?) =

= (ab + bc + cd )?.

Zadanie 2.

Oblicz granice ciggéw:
_ 2n”-cos(4n)
~ n*+3n+5

n*+1 i
b) bnz( 2 j .
n

a) an
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Zadanie 4.

Ciag (a, b, 4) jest ciggiem arytmetycznym, a ciag
(4, a, b) jest ciggiem geometrycznym.

Wyznacz a, b.

Zadanie 5.
Zapisz liczbe 0,93303303303... w postaci ilorazu
dwach liczb catkowitych.

Zadanie 6.

Rozwigz rdwnanie 2x + 4 + 8. —E.

X 3

Zadanie 5.

Wykaz, ze w nieskoficzonym ciggu geometrycznym
zbieznym, w ktérym a1qg # 0, stosunek dowolnego
wyrazu tego ciggu do sumy wszystkich
wystepujacych po nim wyrazéw, jest staty.

Jaki powinien by¢ iloraz tego ciggu, aby dowolny
wyraz tego ciggu rownat sie pieciokrotnej sumie
wszystkich wyrazéw po nim wystepujacych?
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8. Trygonometria

Tematyka zajec:
e Miara tukowa kata

e Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

o Woykresy funkcji y = sin x oraz y = cos x
o Woykresy funkcji y =tg x oraz y = ctg x

e Przeksztatcenia wykreséw funkcji trygonometrycznych

e Proste réwnania trygonometryczne

e Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy
e Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych
e Rdéwnania trygonometryczne

e Nierdwnosci trygonometryczne

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

—wie, co to jest miara tukowa kata;

— potrafi stosowaé miare tukowq i stopniowa kata
(zamienia¢ stopnie na radiany i radiany na
stopnie);

—zna definicje funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata i potrafi sie nimi postugiwaé
W rozwigzywaniu zadan;

—zna zwigzki pomiedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego kata;

— potrafi wyznaczy¢ wartosci pozostatych funkcji

Uczen:

— potrafi zbada¢, czy funkcja trygonometryczna
jest parzysta (nieparzysta);

— potrafi okresli¢ zbiér wartosci funkgji
trygonometrycznej;

— potrafi wyznaczy¢ okres podstawowy funkcji
trygonometrycznej;

— potrafi przeksztatcaé wykresy funkgji
trygonometrycznych, stosujac takie
przeksztatcenia, jak: y = |f(x)|, vy =f(|x]),
y=5-f(x) oraz y=f(s - x), gdzie s #0;

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci
lub wymagajace
niekonwencjonalnych pomystéw
i metod rozwigzywania.
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trygonometrycznych kata, gdy dana jest jedna
Z nich;

—zna i potrafi stosowac¢ wzory redukcyjne dla
katéw o miarach wyrazonych w stopniach oraz
radianach;

— potrafi naszkicowac wykres funkcji y = sin x
i omoéwié jej wtasnosci;

— potrafi naszkicowac¢ wykres funkcji y = cos x
i omowic jej wtasnosci;

— potrafi naszkicowac¢ wykres funkcji y = tg x
i omowic jej wtasnosci;

— potrafi naszkicowac¢ wykres funkcji y = ctg x
i oméwié jej wtasnosci;

— potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
trygonometrycznych, stosujac takie
przeksztatcenia, jak: symetria osiowa wzgledem
osi OX, symetria osiowa wzgledem osi OY,
symetria srodkowa, wzgledem punktu (0O, 0),
przesuniecie rownolegte o dany wektor)

— potrafi wyznaczy¢ zbidr wartosci funkcji
trygonometrycznej (w prostych przypadkach);

—wykorzystuje okresowosé funkcji
trygonometrycznych;

— potrafi rozwigzywadé proste réwnania
i nierdwnosci trygonometryczne, korzystajgc
z wykreséw odpowiednich funkgji
trygonometrycznych;

—zna Wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy
katow i potrafi je stosowaé do rozwigzywania
prostych zadan;

— potrafi stosowac¢ wzory na funkcje
trygonometryczne sumy i réznicy katéw, wzory
na sumy i roznice funkcji trygonometrycznych,
wzory na funkcje trygonometryczne
wielokrotnosci kata do przeksztatcania wyrazen
trygonometrycznych;

— potrafi stosowaé wzory na funkcje
trygonometryczne sumy i réznicy katéw, wzory
na sumy i réznice funkcji trygonometrycznych,
wzory na funkcje trygonometryczne
wielokrotnosci kagta do dowodzenia tozsamosci
trygonometrycznych;

— potrafi rozwigzywad rownania i nieréwnosci
trygonometryczne z zastosowaniem wzordw na
funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katéw,
wzoréw na sumy i réznice funkcji
trygonometrycznych, wzoréw na funkcje
trygonometryczne wielokrotnosci kata;

— potrafi rozwigzywad rownania i nieréwnosci
trygonometryczne z wartoscig bezwzgledna
z zastosowaniem poznanych wzoréw;

— potrafi rozwigzywaé réwnania trygonometryczne
Z parametrem;

— potrafi rozwigzywacd rézne zadania z innych
dziatdw matematyki, w ktérych wykorzystuje sie
wiadomosci i umiejetnosci z trygonometrii.
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—zna wzory na sume i réznice sinusOw i cosinusow
i potrafi je stosowac do rozwigzywania prostych
zadan;

—zna wzory na sinus i cosinus kata podwojonego
kata i potrafi je stosowac do rozwigzywania
prostych zadan;

— potrafi rozwigzywadé proste réwnania
i nierdwnosci trygonometryczne
z zastosowaniem poznanych wzoréw.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1. Zadanie 1. Zadanie 1.

a) Zamien 240° na radiany. Wyznacz zbidér wartosci funkcji okreslonej wzorem Wykaz, 7e tgzz—n= 5ctgzﬁ.
., 2 . . X 5 5

b) Zamien En radianéw na stopnie. f(x) = cos x + cosE.

Zadanie 2. Zadanie 2.

Wyznacz zbiér wartosci funkcji okreslonej wzorem

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 0,5 - sin(2x—§),
) = 2cos (x—%j-ﬁ gdziex € R.

Zadanie 3.
. a
Zadanie 3. Wykaz, ze 2(1 + cos o) — sin’a = 4cos4;-
Oblicz wartos¢ wyrazenia cos a— cos f, jesli
. 1 . V7 T
sin a= g,smﬂ=? i o pfe E,n . Zadanie 4.

Dla jakich wartosci parametru m (m € R) réwnanie
sin“x + cos*x = m ma rozwigzanie.

Zadanie 4. 9
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Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosc
sin2a

1+ cos2o

Zadanie 5.
a) Rozwigz réwnanie

2sin(3x — %) =1, gdziex € R;

b) Rozwigz nieréwnos¢
2cos’x +5cos x—3 >0, gdzie x € (-m, 27).

=tga . Podaj konieczne zatozenia.

Zadanie 5.
Rozwiaz rdwnanie

. 6 .
sin X + cos x = 7 w przedziale (—m, 7).
Zadanie 6.

Rozwigz nieréwnosé
sin?x + sin®x + sin®x + sin® + ... > 1.
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