PLAN WYNIKOWY
(zakres rozszerzony)

klasa 3.

Wstep

Plan wynikowy ksztatcenia matematycznego jest dostosowany do programu nauczania matematyki w liceach i technikach — zakres rozszerzony,
autorstwa Marcina Kurczaba, Elzbiety Kurczab i Elzbiety Swidy, zamieszczonego na stronie internetowej www.pazdro.com.pl wiosng 2012 roku.
Jest on przeznaczony dla nauczycieli oraz uczniéw pracujgcych z podrecznikiem ,Matematyka. Podrecznik do licedw i technikéw. Zakres
rozszerzony” — numer ewidencyjny w wykazie podrecznikéw oraz zbiorami zadan do matematyki, autorstwa Elzbiety Kurczab, Marcina
Kurczaba i Elzbiety Swidy, wydanymi przez Oficyne Edukacyjna * Krzysztof Pazdro.

Plan jest wykazem wiadomosci i umiejetnosci, jakie powinien mie¢ uczen ubiegajacy sie o okreslone oceny na poszczegdlnych etapach edukacji
w liceum lub w technikum.

Wymagania stawiane przed uczniem podzielilismy na trzy grupy:

e Wymagania podstawowe (zawierajg wymagania konieczne);
e Wymagania dopetniajgce (zawierajg wymagania rozszerzajace);
e Wymagania wykraczajace.

Wymagania wykraczajgce zawierajg w sobie wymagania dopetniajace, te zas zawierajg wymagania podstawowe.

Ocene dopuszczajgcg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce 40—60% wymagan podstawowych,
zas ocene dostateczng — uczen, ktdry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 60% wymagan podstawowych.

Ocene dobrg powinien otrzymaé uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce do 75% wymagan dopetniajgcych, za$ ocene
bardzo dobrg — uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 75% wymagan dopetniajgcych.

Ocene celujgcg powinien uzyskac¢ uczen, ktdry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci zawarte w wymaganiach wykraczajgcych.




Aby utatwié nauczycielom, uczniom i ich rodzicom korzystanie z planu wynikowego, dla poszczegdlnych wymagan przedstawiamy przyktadowe
zadania, ktére doktadniej okreslajg stopien trudnosci probleméw wymaganych na poszczegdlne oceny. Przedstawione zadania nie moga
w zadnym wypadku stanowié¢ przyktadowego zbioru zadan, z ktérego nauczyciel powinien czerpa¢ zadania na ewentualny egzamin
sprawdzajacy, lecz majg jedynie wskazaé stopien trudnosci zadan na poszczegdlne oceny.

Plan wynikowy nie moze by¢ ,dokumentem sztywnym”. Zaktadamy, ze kazdy nauczyciel zmodyfikuje ten plan, dostosowujac go zaréwno do
liczby godzin przeznaczonych na realizacje materiatu, jak i do mozliwosci ucznidw.

Nauczycieli, ktorzy bedg korzystac z przygotowanego przez nas planu wynikowego, prosimy o wskazéwki i uwagi.

Autorzy
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1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Tematyka zajec:
e Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtérzenie
e Funkcja wykfadnicza i jej wtasnosci
e Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej. Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem wykreséw funkcji wyktadniczych
e Rownania wyktadnicze
e Nieréwnosci wyktadnicze
e Zastosowanie réwnan i nieréwnosci wyktadniczych w rozwigzywaniu zadan
e Logarytm — powtdrzenie wiadomosci
e Funkcja logarytmiczna i jej wiasnosci
e Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej
e Rozwigzywanie réwnan, nieréwnosci oraz uktadéw réwnan z zastosowaniem wykresu funkcji logarytmicznej
e Rownania logarytmiczne
e Nieréwnosci logarytmiczne
e Rdwnania i nieréwnosci logarytmiczno-wyktadniczo-potegowe
e Zastosowanie réwnan i nierdwnosci logarytmicznych w rozwigzywaniu zadan
e Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkcji logarytmicznej do rozwigzywania zadan umieszczonych w kontekscie praktycznym

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajgce

Uczen: Uczen: Uczen:
— potrafi sprawnie wykonywac dziatania na — potrafi szkicowaé wykresy funkcji wyktadniczych |- potrafi rozwigzywaé réwnania

potegach o wyktadniku rzeczywistym; z wartoscig bezwzgledng; i nierdwnosci wyktadnicze
—stosuje wtasnosci dziatan na potegach — potrafi szkicowa¢ wykresy funkcji z parametrem;

W rozwigzywaniu zadan; logarytmicznych z wartoscig bezwzgledng; — potrafi rozwigzywaé réwnania
—zna definicje funkcji wyktadniczej; — potrafi interpretowac graficznie réwnania i nieréwnosci logarytmiczne
— potrafi odréznié funkcje wyktadniczg od innych wykfadnicze z parametrem; z parametrem;
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— funkcji;

— potrafi szkicowaé wykresy funkcji wyktadniczych
dla réznych podstaw;

— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji wyktadniczej na
podstawie jej wykresu;

— potrafi przeksztatcaé wykresy funkcji
wyktadniczych (Sox, Sov, S(0,0), przesuniecie
rownolegte o dany wektor);

— potrafi rozwigzywaé graficznie rownania,
nieréwnosci oraz uktady réwnan
z zastosowaniem wykreséw funkcji
wyktadniczych;

—zna pojecie rownania wyktadniczego oraz
nieréwnosci wyktadniczej;

— potrafi rozwigzywad algebraicznie i graficznie
proste réwnania oraz nierdwnosci wyktadnicze;

— potrafi obliczyé logarytm liczby dodatniej;

—zna i potrafi stosowac¢ wtasnosci logarytmoéw do
obliczania wartosci wyrazen;

—zna definicje funkcji logarytmicznej;

— potrafi odréznic funkcje logarytmiczng od innej
funkcji;

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji logarytmicznej;

— potrafi szkicowa¢ wykresy funkcji
logarytmicznych dla réznych podstaw;

— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji logarytmicznej
na podstawie jej wykresu;

— potrafi przeksztatcaé wykresy funkcji
logarytmicznych (Sox, Sov, S(0,0), przesuniecie
rownolegte o dany wektor);

— potrafi interpretowac graficznie réwnania
logarytmiczne z parametrem;

— potrafi rozwigzywaé réwnania i nieréwnosci
wyktadnicze i logarytmiczne;

— potrafi rozwigzywaé rdwnania i nieréwnosci
wyktadnicze oraz logarytmiczne z wartoscig
bezwzgledng;

— potrafi rozwigzywad uktady réwnan
i nieréwnosci wyktadniczych oraz
logarytmicznych;

— potrafi rozwigzywaé réwnania wyktadniczo-
potegowo-logarytmiczne;

— potrafi dowodzié¢ wtasnosci logarytmow;

— potrafi naszkicowac zbidr punktéw ptaszczyzny
spetniajgcych dane réwnanie lub nieréwnosc
z dwiema niewiadomymi, w ktorych wystepuja
logarytmy;

— potrafi badaé, na podstawie definicji, wtasnosci
funkcji wyktadniczych i logarytmicznych
(np. parzystos$¢, nieparzysto$é, monotonicznosc);

— potrafi rozwigzywac zadania na dowodzenie
(o srednim stopniu trudnosci), w ktérych
wykorzystuje wiadomosci dotyczgce funkcji
wyktadniczej i logarytmicznej;

— potrafi stosowac wiadomosci o funkgji
wyktadniczej i logarytmicznej w réznych
zadaniach (np. dotyczgcych ciggdw, szeregdw,
trygonometrii, itp.).

— potrafi rozwigzywac zadania na
dowodzenie (o podwyzszonym
stopniu trudnosci), w ktérych
wykorzystuje wtasnosci funkcji
wyktadniczych i logarytmicznych.




— potrafi graficznie rozwigzywac réwnania,
nieréwnosci oraz uktady réwnan
z zastosowaniem wykresow funkcji
logarytmicznych;

— potrafi algebraicznie rozwigzywac proste
réwnania oraz nieréwnosci logarytmiczne;

—rozwigzuje zadania tekstowe osadzone
w kontekscie praktycznym, w ktérych
wykorzystuje umiejetno$é rozwigzywania
prostych réwnan i nieréwnosci wyktadniczych
oraz logarytmicznych (lokaty bankowe, rozpad
substancji promieniotwodrczych itp.)

— postuguje sie funkcjami wykfadniczymi oraz
funkcjami logarytmicznymi do opisu zjawisk
fizycznych, chemicznych itp.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

- 1-2
Wykaz, ze jesli a = log,;3 to log,5= g,

Zadanie 2.
a) Rozwiaz graficznie réwnanie
3¥—1=-2x>+4x.
e L 3 2
b) Rozwigz nieréwnos¢ log, —— >log, ——.
2 x—1 " x+1
c¢) Rozwigz rownanie
log(x + 3) —log 0,4 = 2log (x — 2).

Zadanie 1.

a) Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = [log,

xX—2
b) Naszkicuj wykres funkcji f.
¢) Wyznacz zbidr wszystkich wartos$ci parametru

m, dla ktérych réwnanie

X—2 5
Ingm‘ =m*-2

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Zadanie 2.

Rozwigz réwnanie i nieréwnos¢:

Zadanie 1.
Wyznacz wszystkie wartosci
parametru m, m € R, dla ktérych
rownanie

log[(m + 4)x] = log(x? + 2x)
ma tylko jedno rozwigzanie, ktére jest
liczbg ujemna.

Zadanie 2.

Wykaz, ze
log,5+log,6+log, 7+log,8>4,4.




Zadanie 3.
Okresl dziedzine funkcji

fix) = log . (x*—2x-3).

Zadanie 4.
Naszkicuj wykres funkcji f(x) =1 — log,(x+3) ina
jego podstawie omow wiasnosci funkgji f.

Zadanie 5.

Pan Kowalski ztozyt w banku pewng kwote Ko [zt]
na procent sktadany w wysokosci 4% rocznie przy
kapitalizacji kwartalnej. Oblicz, po ilu latach kwota
ta podwoi sie. Uwzglednij 18% podatek od
odsetek.

a) 1 12-3" =3 3 3?33 4 |
4
log, x*
b) log, 8+log, 8<——5—.
3 " log, x* -4
Zadanie 3.

W prostokatnym ukfadzie wspétrzednych zaznacz
zbidr tych punktow ptaszczyzny, ktérych
wspotrzedne spetniajg warunek:

log,.,(y—4)<1.

Zadanie 4.
Zbadaj parzystos¢ (nieparzystosé) funkgji

fix) = Iog(x+\/1+x2 )

Zadanie 5.
Rozwigz nierdwnosé:
2

log 5 (ctgx-1)
(Ej >1 w zbiorze (0, 27).




2. Elementy analizy matematyczne;j

Tematyka zajec:

e Powtodrzenie i uzupetnienie wiadomosci o granicach ciggéw
e Granica funkcji w punkcie

e Obliczanie granic funkcji w punkcie

e Granice jednostronne funkcji w punkcie

e Granice funkcji w nieskoriczonosci

e Granica niewtasciwa funkcji

e Ciggtosc funkcji w punkcie

e Ciggtosc¢ funkcji w zbiorze

e Asymptoty wykresu funkcji

e Pochodna funkcji w punkcie

e Funkcja pochodna

e Styczna do wykresu funkcji

e Pochodna funkcji a monotonicznos¢ funkcji

e Ekstrema lokalne funkgji

¢ Najwieksza i najmniejsza wartosc¢ funkcji w przedziale
e Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

e Zadania optymalizacyjne



Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi oblicza¢ granice ciggdéw liczbowych;

—zna i rozumie pojecie granicy funkcji w punkcie
(definicja Heinego);

— potrafi, postugujac sie definicjg Heinego
granicy funkcji w punkcie, wykaza¢, ze granica
danej funkcji w danym punkcie jest pewna
liczba lub wykaza¢, ze granica funkcji w danym
punkcie nie istnieje;

— zna twierdzenia dotyczace obliczania granic
w punkcie;

— potrafi obliczy¢ granice witasciwg i niewtfasciwg
funkcji w punkcie, korzystajac z poznanych
twierdzen;

— potrafi obliczy¢ granice jednostronne funkcji
w punkcie;

—potrafi obliczy¢ granice funkgji
W nieskoriczonosci;

—zna i rozumie pojecie funkcji ciggtej w punkcie;

— potrafi zbadad ciggtos¢ danej funkcji w danym
punkcie;

— zna definicje funkcji ciggtej w zbiorze;

— potrafi zbadad ciggtos¢ danej funkcji w danym
zbiorze;

— potrafi wyznaczy¢ rownania asymptot
pionowych, poziomych oraz ukosnych wykresu

Uczen:

—zna i potrafi stosowac twierdzenie o trzech
funkcjach;

— potrafi rozwigzywac zadania z parametrem
dotyczace badania ciggtosci funkcji w punkcie
i w zbiorze;

— zna witasnosci funkcji ciggtych i potrafi je
stosowac w rozwigzywaniu zadan (twierdzenie

Darboux oraz twierdzenie Weierstrassa);

— potrafi wyznaczy¢ rdwnania asymptot wykresu
funkcji, we wzorze ktérej wystepuje wartosé¢
bezwzgledna (o ile asymptoty istniejg);

— potrafi rozwigzywac zadania z parametrem
dotyczace rézniczkowalnosci funkcji;

— zna zwigzek pomiedzy ciggtoscia
i rézniczkowalnoscig funkcji;

— potrafi zastosowa¢ wiadomosci o stycznej do
wykresu funkcji w rozwigzywaniu réznych
zadan;

— potrafi wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci
oraz ekstrema funkcji, w ktérej wzorze
wystepuje wartos¢ bezwzgledna;

— potrafi stosowac rachunek pochodnych do
analizy zjawisk opisanych wzorami funkgji
wymiernych;

— potrafi stosowac rachunek pochodnych

Uczen:
— rozwigzuje zadania
0 podwyzszonym stopni trudnosci;
— potrafi wyprowadzi¢ wzory na
pochodne funkgji.




funkcji wymiernej (o ile wykres ma takie
asymptoty);

— zna pojecie ilorazu réznicowego funkcji;

—zna i rozumie pojecie pochodnej funkcji
w punkcie;

— potrafi obliczy¢ pochodng funkcji w punkcie na

podstawie definicji;

—zna i rozumie pojecie funkcji pochodnej;

— potrafi sprawnie wyznacza¢ pochodne funkcji
wymiernych na podstawie poznanych wzoréw;

— potrafi zbadaé, czy dana funkcja jest

rézniczkowalna w danym punkcie (zbiorze);

— potrafi wyznaczyé rdwnanie stycznej do
wykresu danej funkcji;

— potrafi zbada¢ monotonicznos¢ funkcji za

pomoca pochodnej;

—zna i rozumie warunek konieczny

i wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji
rézniczkowalnej;

— potrafi wyznaczy¢ ekstrema funkcji
wymiernej;

— potrafi wyznaczyé najmniejszg oraz najwieksza
wartos$¢ danej funkcji wymiernej w przedziale
domknietym;

— potrafi zbadaé przebieg zmienno$ci danej
funkcji wymiernej i naszkicowac jej wykres;

— potrafi stosowac rachunek pochodnych do

rozwigzywania prostych zadan
optymalizacyjnych.

W rozwigzywaniu zadan optymalizacyjnych.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz granice funkgji:
a) IimXZ_X
x>0 X
c) lim xj—6
x22" X —4

VXx+3-=-2

b) lim
x—1 X_]_
3 2
d)Iim3X 2x°+4

x-n 5x3 _8x+1

Zadanie 1.

2
Oblicz granice: Iim—X-sin9x.

x—=0 §

Zadanie 2.

L., . 22
Wykaz, ze réwnanie cosx— ——x=0 ma
V4

Zadanie 2.

2
Wykaz, ze nie istnieje granica funkcji f(x) = %
X

w punkcie xp = 0.

Zadanie 3.

Zbadaj ciggtos¢ funkcji
x*+1dlax<0

filx)=91-xdla0<x<1.

Vx+2 dlax>1

Zadanie 3.

X3

Zma

Zbadaj, czy wykres funkcji f(x) = .

asymptoty. Jesli tak, to wyznacz ich réwnania.

Zadanie 4.
Wyznacz rownania stycznych do wykresu funkgji

rozwigzanie w przedziale ( O, §>'

Zadanie 3.
Wyznacz rownania wszystkich asymptot
wykresu funkcji

2
|3;‘ S dla Ixi22
x|+
fix) = 1 :
dla|x|<2
4-x*
Zadanie 4.

ai b, dla ktérych funkcja okreslona wzorem
—x*+2bx dla x e(-,1)
2x* +ax dla xe(1,400)

fix) =

jest ciggta i rézniczkowalna.

Zbadaj, czy istniejg takie wartosci parametréw

Zadanie 1.
Wykaz, ze jesli x € (0, +0), to

X=Xt +1>—5—.
X +1

Zadanie 2.
Wykaz, zejesli 0<a<b, to

(1—2)<Inb—lna<(£—1j.
b a
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2

fix) =

X w punkcie A(xo,—9).
X+2
Zadanie 5.
Wyznacz ekstrema lokalne funkgji
x*—3x+4
x-3

glx) =

Zadanie 5.

Wyznacz przedziaty monotonicznosci oraz
2

ekstrema funkcji f(x) =——.
i fix x+|7-2x|

Zadanie 6.

W pewnym zakfadzie produkcyjnym zaleznos¢
miedzy kosztem catkowitym produkcji K a jej
wielko$cig x wyraza sie wzorem

K(x) = x*> + 500x + 16 000.

Przy jakiej wielko$ci produkcji koszt
przypadajgcy na jednostke wytworzonego
produktu jest najmniejszy?

12




3. Geometria analityczna

Tematyka zajec:

e Wektor w uktadzie wspotrzednych. Wspotrzedne srodka odcinka

e Kat miedzy niezerowymi wektorami

e Rownanie kierunkowe prostej

e Rownanie ogdlne prostej

e Kat miedzy prostymi

o QOdlegtos¢ punktu od prostej. Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi rownolegtymi
e Pole trdjkata. Pole wielokata

e Rdéwnanie okregu. Nieréwnos¢ opisujgca koto

e Wozajemne potozenie prostej i okregu. Styczna do okregu

e Wzajemne potozenie dwdéch okregdéw

e Jednoktadnosc¢. Jednoktadnosé w uktadzie wspotrzednych

e Zastosowanie analizy matematycznej w rozwigzaniach zadan z geometrii analitycznej
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Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi wyprowadzi¢ wzory na sinus
i cosinus kata utworzonego przez dwa
niezerowe wektory;

— potrafi wyprowadzi¢ wzory na
tangens kata utworzonego przez

Uczen:

—rozwigzuje zadania, dotyczgce wektorow,
w ktdrych wystepujg parametry;

—rozwigzuje zadania z geometrii analitycznej
(o srednim stopniu trudnosci),
w rozwigzaniach ktérych sprawnie korzysta

Uczen:

— stosuje informacje zdobyte w klasie pierwszej,
dotyczace wektora w ukfadzie wspétrzednych,
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wyznaczy¢ wspotrzedne srodka odcinka;

— potrafi obliczy¢ dtugos¢ odcinka, znajac

wspotrzedne jego koncow;

—zna definicje kata utworzonego przez dwa
niezerowe wektory;

— zna i potrafi stosowac w zadaniach wzory na
cosinus i sinus kata utworzonego przez dwa
niezerowe wektory;

—zna warunki na prostopadtos¢ i réwnolegtosc
wektordw i potrafi je zastosowaé w zadaniach;

— zna definicje réwnania kierunkowego prostej
oraz znaczenie wspotczynnikdw wystepujgcych
w tym réwnaniu;

— potrafi napisa¢ réwnanie kierunkowe prostej
przechodzacej przez dwa dane punkty oraz

réownanie kierunkowe prostej, znajac jej kat
nachylenia do osi OX i wspdtrzedne punktu,
ktory do nalezy tej prostej;

— zna definicje rownania ogdlnego prostej;

— potrafi napisa¢ rownanie ogdlne proste;j
przechodzacej przez dwa punkty;

—zna i potrafi stosowac¢ w zadaniach warunek na
réownolegtosé oraz prostopadtosé prostych

z poznanych wzoréw;

— potrafi rozwigzywac rézne zadania dotyczace
okregéw i két w uktadzie wspodtrzednych,

w ktdrych konieczne jest zastosowanie
wiadomosci z réznych dziatéw matematyki;

— potrafi rozwigzywaé zadania z parametrem
dotyczace okregow i két w uktadzie
wspotrzednych.;

— stosuje rachunek pochodnych w rozwigzaniach
zadan z geometrii analitycznej.

dwie proste dane réwnaniami
kierunkowym (ogdlnymi);
— potrafi wyprowadzi¢ wzér na
odlegtosé punktu od proste;j;
— potrafi rozwigzywad zadania
z geometrii analitycznej

0 podwyzszonym stopniu trudnosci .
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danych réwnaniami kierunkowymi (ogdlnymi);

— potrafi obliczy¢ (korzystajac z poznanych
wzorow) miare kata, jaki tworzg dwie proste
przecinajgce sie;

—zna i potrafi stosowac w zadaniach, wzér na
odlegtos¢ punktu od prostej;

— potrafi obliczy¢ odlegtos¢ miedzy dwiema
prostymi rownolegtymi:

— potrafi obliczy¢ pole tréjkata oraz dowolnego
wielokata, gdy dane sg wspdtrzedne jego
wierzchotkow;

— rozpoznaje rownanie okregu w postaci
zredukowanej oraz w postaci kanonicznej;

— potrafi sprowadzi¢ rdwnanie okregu z postaci
zredukowane] do postaci kanonicznej
(i odwrotnie);

— potrafi odczytac z rdwnania okregu wspoétrzedne
srodka i promien okregu;

— potrafi napisac¢ réwnanie okregu, gdy zna
wspotrzedne srodka i promien tego okregu;

—rozpoznaje nierownos$¢é opisujgcy koto;

— potrafi odczyta¢ z nieréwnosci opisujgcej koto
wspotrzedne Srodka i promien tego kofa;

— potrafi napisa¢ nieréwnos¢ opisujgca koto
w sytuacji, gdy zna wspétrzedne srodka i promien
kota;

— potrafi narysowac¢ w uktadzie wspotrzednych
okrag na podstawie danego rownania
opisujgcego okrag;

— potrafi narysowac¢ w uktadzie wspotrzednych

15




koto na podstawie danej nierdwnosci opisujgcej
koto;

— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie proste;j
o danym réwnaniu wzgledem okregu o danym
réwnaniu (po wykonaniu stosownych obliczen);

— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwéch
okregdéw danych réwnaniami (na podstawie
stosownych obliczen);

— potrafi obliczy¢ wspoétrzedne punktow wspdlinych
prostej i okregu lub stwierdzi¢, ze prosta i okrag
nie majg punktéw wspdlnych;

— potrafi obliczy¢ wspétrzedne punktow
wspolnych dwdch okregdéw (lub stwierdzié, ze
okregi nie przecinaja sie), gdy znane sg rownania
tych okregéw;

— potrafi wyznaczy¢ rownanie stycznej do okregu;

— potrafi napisac¢ réwnanie okregu opisanego na
tréjkacie, gdy dane ma wspoétrzedne
wierzchotkow tréjkata;

— potrafi rozwigzywacé proste zadania
z wykorzystaniem wiadomosci o prostych,
tréjkatach, parabolach i okregach;

—zna pojecie jednoktadnosci o Srodku Si skali k=0
(takze w ujeciu analitycznym);

—zna wtasnosci figur jednoktadnych;

— potrafi rozwigzywacd proste zadania
z zastosowaniem jednokfadnosci.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz sume sinuséw katéw wewnetrznych tréjkata
o wierzchotkach A(1, -4), B(6, 3), C(2, 5).

Zadanie 2.

Prosta k jest nachylona do osi OX pod katem

a = 60° i przechodzi przez punkt A(5, 3). Napisz
rownanie ogdlne i kierunkowe tej prostej.

Zadanie 3.
Dany jest czworokat ABCD, gdzie
A(2, 1), B(6,-2), C(4, 3), D(0, 8).
a) Oblicz pole tego czworokata.
b) Oblicz odlegtos¢ wierzchotka B od boku AD.
c) Oblicz miare kata ostrego, jaki tworzg
przekatne tego czworokata (wynik podaj
z doktadnoscig do 1°).

Zadanie 4.
Dany jest tréjkat ABC, gdzie A(1, 5), B(8, -2),
C(9, 1).
a) Wyznacz wspétrzedne wierzchotkéw
tréjkata A'B'C), ktéry jest obrazem tréjkata
ABC w jednoktadnosci o srodku S(1, 3)
i skali k=-2.
b) Napisz rownanie okregu opisanego na
tréjkacie A'B'C'.

Zadanie 1.

Dane sg wektory

u=[-5,3], v=[2,—1], p=[1,4]. Wykaz, ze jesli
wektory U+a-vV oraz p s3 prostopadte, to a =3,5.

Zadanie 2.

Wyznacz rownanie prostej | przechodzacej przez
punkt P(=5, 16), ktdra tworzy z osig odcietych kat

o mierze dwa razy wiekszej od kata, jaki tworzy z tg

. . 2
osig prosta k o rownaniu y = gx—l.

Zadanie 3.

Wyznacz rownanie zbioru srodkow wszystkich
okregdw stycznych do prostej k: y =0

i jednoczesnie stycznych zewnetrznie do okregu
o rownaniu x% + y? = 4x.

Zadanie 4.

Dla jakich wartosci parametru m (m € R) okregi
opisane réwnaniami

01: (x—m)?+(y+2)>=20 oraz

02: (x +1)% + (y — 2m)? = 5 sg wewnetrznie styczne?
Dla znalezionych wartosci parametrow wykonaj
rysunek. Oblicz wspotrzedne punktu stycznosci.

Zadanie 5.
Wykres funkcji y = | x— 2| przecina okrag

Zadanie 1.

Przez punkt A = (0, 1) poprowadzono
styczne do okregu x? + y2 + 4y + 3 = 0.
Znajdz réwnanie krzywej, ktérg tworza
srodki wszystkich cieciw danego okregu
wyznaczonych przez proste
przechodzgce przez punkt A.
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Zadanie 5.

Okresl wzajemne potozenie prostej k: y = %x
wzgledem okregu o réwnaniu x% + y?> — 6x = 0.
Zadanie 6.

Napisz rownania stycznych do okregu o réwnaniu

x2 +y?—6x—4y + 3 = 0 przechodzacych przez
punkt A(-4, 3).

o réwnaniu x*> + y> —4x—4 =0 w punktach A i B.
a) Oblicz wspdtrzedne punktéw A i B.

b) Wykaz, ze tréjkat ABC, gdzie S jest Srodkiem
okregu, jest prostokatny.

c) Oblicz pole figury F = F1 N F;, gdzie
Fi={(x,y):xe RAy e RAX*+y?’—4x— 4<0},
aFf={x,y):xeRAyeRAy<|x-2|}.

Zadanie 6.
Na gatezi hiperboli o réwnaniu f(x) =£, gdzie
X

x € (0, +0), wyznacz wspotrzedne takiego punktu
P, ktdérego odlegtos¢ od punktu A(— 3, 3) jest
najmniejsza.
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4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa
Tematyka zajec:

e Reguta mnozenia i reguta dodawania
e Wariacje

e Permutacje

e Kombinacje

e Kombinatoryka — zadania rézne

e Doswiadczenie losowe

e Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach

e Okreslenie prawdopodobienstwa

e Prawdopodobienstwo klasyczne

e Doswiadczenia losowe wieloetapowe
e Prawdopodobienstwo warunkowe

e Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
e Niezalezno$¢ zdarzen
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna regute dodawania oraz regute mnozenia;

—zna pojecie permutacji zbioru i umie stosowa¢é
wzor na liczbe permutacji;

—zna pojecie wariacji z powtdrzeniami i bez
powtdrzen i umie stosowac wzory na liczbe
takich wariacji;

—zna pojecie kombinacji i umie stosowac wzoér na
liczbe kombinacji;

—umie rozwigzywac proste zadania
kombinatoryczne z zastosowaniem poznanych
wzorow;

—zna terminy: doswiadczenie losowe, zdarzenie
elementarne, przestrzen zdarzen
elementarnych, zdarzenie, zdarzenie pewne
zdarzenie niemozliwe, zdarzenia wykluczajgce
sig;

— potrafi okresli¢ zbidr wszystkich zdarzen danego
doswiadczenia losowego, obliczy¢ jego moc oraz
obliczy¢ liczbe zdarzen elementarnych
sprzyjajacych danemu zdarzeniu;

— potrafi stosowac klasyczng definicje
prawdopodobienistwa w rozwigzaniach zadan;

—zna i rozumie aksjomatyczng definicje
prawdopodobienstwa;

—zna wtasnosci prawdopodobienistwa i umie je
stosowac w rozwigzaniach prostych zadan;

—rozwigzuje zadania za pomocg drzewa

Uczen:

—umie rozwigzywac zadania kombinatoryczne
o $rednim stopniu trudnosci;

—umie udowodni¢ wtasnosci
prawdopodobienistwa;

—umie stosowaé wtasnosci prawdopodobienstwa
do rozwigzywania zadan ,teoretycznych”;

—zna i potrafi stosowaé wzor Bayesa;

—wie i rozumie na czym polega niezaleznos¢
n zdarzen (n > 2).

Uczen:

— potrafi udowodni¢, ze
prawdopodobienstwo warunkowe
spetnia warunki aksjomatycznej
definicji prawdopodobienstwa;

— potrafi udowodni¢ wzér na
prawdopodobienstwo catkowite;

— potrafi rozwigzywadé nietypowe
zadania dotyczgce kombinatoryki
i rachunku prawdopodobienstwa.
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stochastycznego;

—zna okreslenie prawdopodobieristwa
warunkowego i umie rozwigzywac proste
zadania dotyczgce takiego
prawdopodobienstwa;

—zna wzor na prawdopodobienstwo catkowite
i potrafi go stosowaé w rozwigzaniach prostych
zadan;

—wie, jakie zdarzenia nazywamy niezaleznymi;
potrafi zbada¢, postugujac sie definicja, czy dwa
zdarzenia sg niezalezne;

— potrafi rozwigzywadé proste zadania dotyczgce
niezaleznosci zdarzen.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

a) lle jest liczb szesciocyfrowych, w ktérych suma
cyfr jest rowna 4?

b) lle réznych kodéw mozna otrzymac,
przestawiajac litery wyrazu KATASTROFA.

Zadanie 2.

Z grupy 6 kobiet i 8 mezczyzn wybieramy losowo
cztery osoby. lle jest takich sposobdw wyboru,
aby wsrdd wybranych osob:

a) byty same kobiety,

b) byty dwie kobiety i dwdch mezczyzn?

Zadanie 3.

Zadanie 1.

W przedziale wagonu kolejowego sg ustawione
naprzeciw siebie dwie tawki. Kazda ma 5
numerowanych miejsc. Do przedziatu weszto piec
0sob. Trzy osoby siadty na jednej tawce, pozostate
— na drugiej, naprzeciwko dwdch 0sob z pierwszej
tawki. lle jest takich rozmieszczen oséb

w przedziale?

Zadanie 2.

lle jest funkcji Scisle monotonicznych
przeksztatcajgcych zbiér k — elementowy w zbidr
n —elementowy (k< n)?

Zadanie 1.

lle rozwigzan ma réwnanie
X+y+z+t=25

a) w zbiorze liczb naturalnych

dodatnich;

b) w zbiorze liczb naturalnych?
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Szescian pomalowano, a nastepnie rozcieto na
1000 jednakowych szescianikdw, ktére wrzucono
do pudetka i wymieszano. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania z tego
pudetka jednego szescianika, ktory:

a) bedzie miat dwie $ciany pomalowane,

b) bedzie miat jedng $ciane lub dwie Sciany
pomalowane.

Zadanie 4.

Na stu mezczyzn — pieciu, a na tysigc kobiet —
dwie, to daltonisci. Z grupy, w ktérej stosunek
liczby kobiet do liczby mezczyzn wynosi 3 : 7,
wylosowano jedna osobe. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze jest to daltonista?

Zadanie 5.

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Czy niezalezne
sg nastepujace zdarzenia:

A —na obu kostkach wypadta nieparzysta liczba
oczek,

B — na drugiej kostce wypadta liczba oczek
podzielna przez trzy?

Zadanie 3.
1

Wykaz, ze jesli P(A) = 0,25 i P(B) = 3

, to

1 7 1
—<P(AUB)<— oraz P(ANB)<—.
3 12 4

Zadanie 4.

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, ..., 18, 19, 20} losujemy
trzy liczby. Oblicz prawdopodobienistwo, ze suma
tych liczb jest podzielna przez 3, jesli wiadomo, ze
co najmniej jedna z tych liczb przy dzieleniu przez
3 daje reszte 1.

Zadanie 5.

Do sklepu dostarczajg zaréwki energooszczedne
dwa zakfady, bedace czeSciami tej samej firmy,
przy czym pierwszy z nich dostarcza trzy razy
wiecej zarédwek niz drugi. W pierwszym z tych
zaktadéw majg wady srednio 3 zaréwki na 1000
wyprodukowanych, a w drugim 7 na 1000
wyprodukowanych. Klient kupit zaréwke, na
ktdrej widniat tylko znak firmy, a nie zakfadu,
ktory ja wyprodukowat. Zarédwka ta w okresie
gwarancji zepsuta sie. Do ktérego zaktadu sklep
raczej powinien sie zwrécic z reklamacjg?
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5. Elementy statystyki opisowe;.

Tematyka zajec:
e Podstawowe pojecia statystyki. Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystyczne;j
e Srednia z préby

e Mediana z proby i moda z préby
e Wariancja i odchylenie standardowe
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna podstawowe pojecia statystyki opisowe;j:
obserwacja statystyczna, populacja
generalna, préba, liczebnos¢ préby, cecha
statystyczna (mierzalna, niemierzalna) itp.;

— potrafi odczytywaé dane statystyczne z tabel,
diagraméw i wykreséw oraz interpretowac te
dane;

— potrafi okresla¢ zaleznosci miedzy
odczytanymi danymi;

— potrafi przedstawia¢ dane empiryczne
w postaci tabel, diagramow i wykresow;

— potrafi obliczaé srednig arytmetyczng, srednig
wazong, mediane i odchylenie standardowe
z proby;

— potrafi interpretowac wymienione wyzej
parametry statystyczne.

Uczen:
— potrafi rozwigzywaé zadania ze statystyki
opisowej o $rednim stopniu trudnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Pieédziesigt osdb zdawato egzamin z przepiséw
ruchu drogowego. Liczba popetnionych przez nie
btedow przedstawiona jest w ponizszej tabeli:

Liczbabtedow 0 1 2 3 4 5

Liczbaoséb 11 8 14 7 6 4

Zadanie 1.
W klasie llla liczacej 28 oséb z ostatniego
sprawdzianu z matematyki byto 13 ocen
dopuszczajacych, a pozostate oceny to
dostateczne i dobre. Srednia ocen ze sprawdzianu
wyniosta 2,75. Oblicz:

a) liczbe ocen dobrych i dostatecznych ze
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a) Oblicz srednig liczbe btedéw popetnionych
przez zdajgcego.

b) lle procent zdajgcych zdato egzamin, jesli
mozna byto popetni¢ co najwyzej dwa btedy?

c) Przedstaw dane na diagramie kolumnowym

i zaznacz na nim Srednig obliczong w punkcie a).

Zadanie 2.
Wyznacz mode i mediane zestawu danych:
3,2,2,5,4,5,1, 2,6, 8.

Zadanie 3.

Producent czekolady deklaruje, ze tabliczka ma
wage 150 g + 2 g. Dla zbadania jakosci pewnej
partii czekolady organizacja konsumencka
zbadata wage losowo wybranych 10 tabliczek
czekolady z tej partii i otrzymata nastepujacg ich
wage (w gramach):

150,4 148,9 150,1 152,8 146,6 154,3 150,8
151,1 150,6 149,5

Oblicz srednig wage tabliczki czekolady

i odchylenie standardowe w badanej probie.
Zastanodw sie, czy organizacja konsumencka
powinna zwrdcic sie do producenta z reklamacja
dotyczaca tej partii tabliczek czekolady.

sprawdzianu;

b) odchylenie standardowe od sSredniej ocen;
wynik podaj z doktadnoscia do jednego
miejsca po przecinku.

Zadanie 2.
Wiadomo, ze wariancje zestawu danych
X1, X2, ..., Xn mozemy obliczy¢ ze wzoru:

(1) Uzz(xl—x +(2—x +.... +(xn—x
n
lub ze wzoru
2 2
Xo X+ X [~
(2) o? =" ~(xJ,
n

gdzie ;jest Srednig arytmetyczna liczb
X1, X2, ..., Xn.
Wykaz, ze wzory (1) i (2) sg rownowazne.
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6. Geometria przestrzenna
Tematyka zajec:

e Ptaszczyzny i proste w przestrzeni

e Rzut rownolegty na ptaszczyzne. Rysowanie figur ptaskich w rzucie rownolegtym na ptaszczyzne
e Prostopadtos¢ prostych i ptaszczyzn w przestrzeni

e Rzut prostokatny na ptaszczyzne

e Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

e Kat miedzy prostg a ptaszczyzna. Kat dwuscienny

e Graniastostupy

e Ostrostupy

e Siatka wieloscianu. Pole powierzchni wielo$cianu

e Objetosc figury przestrzennej. Objetos¢ wieloscianéw

e Przekroje wieloscianéw. Konstrukcje

e Przekroje wieloscianéw — zadania

e Bryty obrotowe. Pole powierzchni bryt obrotowych

e Objetos¢ bryt obrotowych

e Zastosowanie analizy matematycznej w rozwigzywaniu zadan z geometrii przestrzennej
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi okresli¢ potozenie dwdch ptaszczyzn
w przestrzeni;

— potrafi okresli¢ potozenie prostej i ptaszczyzny
w przestrzeni;

— potrafi okresli¢ potozenie dwdch prostych
W przestrzeni;

—rysuje figury ptaskie w rzucie réwnolegtym na
ptaszczyzne;

—umie scharakteryzowa¢ prostopadtos¢ prostej
i ptaszczyzny;

—umie scharakteryzowac prostopadtos¢ dwdch
pfaszczyzn;

—rozumie pojecie odlegtosci punktu od
ptaszczyzny oraz odlegtosci prostej rownolegtej
do ptaszczyzny od tej ptaszczyzny;

—zna i potrafi stosowac twierdzenie o trzech
prostych prostopadtych;

—rozumie pojecie kata miedzy prostg
i ptaszczyzng;

—rozumie pojecie kata dwusciennego, poprawnie
postuguje sie terminem “kat liniowy kata
dwusciennego”;

—zna okreslenie graniastostupa; umie wskazac:
podstawy, $ciany boczne, krawedzie podstaw,
krawedzie boczne, wysokos¢ graniastostupa;

—zna podziat graniastostupéw;

Uczen:

— potrafi wyznaczac¢ przekroje wieloscianéw;

— okresla, jaka figurg jest dany przekroéj sfery
ptaszczyzna;

— potrafi obliczy¢ pole powierzchni przekroju bryty
dang ptaszczyzng (graniastostupa, ostrostupa,
walca, stozka, kuli);

— potrafi rozwigzywadé zadania, w ktérych jedna
bryta jest wpisana w drugg lub opisana na niej
(ostrostup wpisany w kule; kula wpisana
w stozek, ostrostup opisany na kuli, walec
wpisany w stozek itp.);

— potrafi stosowad twierdzenie o objetosci bryt
podobnych w rozwigzaniach prostych zadan;

— potrafi rozwigzywaé zadania geometryczne
dotyczace bryt o srednim stopniu trudnosci,

z wykorzystaniem wczesniej poznanych
twierdzen z planimetrii oraz trygonometrii;

— wykorzystuje wiadomosci z analizy
matematycznej w rozwigzaniach zadan ze
stereometrii.

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé nietypowe
zadania geometryczne dotyczace
bryt, z wykorzystaniem poznanych
twierdzen.
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—umie narysowac siatki graniastostupéw prostych;

—zna okreslenie ostrostupa; umie wskazaé:
podstawe, Sciany boczne, krawedzie podstaw,
krawedzie boczne, wysoko$é ostrostupa;

—zna podziat ostrostupdw;

—umie narysowac siatki ostrostupéw prostych;

— potrafi rozpozna¢ w graniastostupach
i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi itp.)
oraz obliczy¢ miary tych katow;

— potrafi rozpozna¢ w graniastostupach
i ostrostupach katy miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (katy miedzy krawedziami
i Scianami, przekatnymi i scianami) oraz obliczy¢
miary tych katow;

— potrafi rozpozna¢ w graniastostupach
i ostrostupach kat miedzy Scianami oraz obliczy¢
miare tego kata;

—zna okreslenie walca; umie wskazac: podstawy,
powierzchnie boczng, tworzgcg, o$ obrotu walca;

—rozumie okreslenie “przekrdj osiowy walca”;

—zna okreslenie stozka; umie wskaza¢: podstawe,
powierzchnie boczng, tworzacg, wysokos¢, os
obrotu stozka;

—rozpoznaje w walcach i stozkach kat miedzy
odcinkami oraz kgt miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat
miedzy tworzgcg a podstawg) oraz oblicza miary
tych katéw;

—zna okreslenie kuli;
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—rozumie pojecie objetosci bryty;

—umie obliczyé objetosc¢ i pole powierzchni
poznanych graniastostupéw;

—umie obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni
poznanych ostrostupow;

—umie obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni bryt
obrotowych (stozka, kuli, walca);

— potrafi rozwigzywac proste zadania
geometryczne dotyczace bryt, w tym
z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
wczesniej twierdzen z geometrii ptaskiej.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Przez punkty A, B lezace poza ptaszczyzna T,
poprowadzono proste prostopadte do tej
ptaszczyzny przebijajgce jg odpowiednio

w punktach A" i B'. Wiedzac, ze |AA’| =80 cm,
|BB'| = 60 cm, oblicz odlegtos¢ srodka odcinka AB
od ptaszczyzny .

Zadanie 2.
Podstawag graniastostupa prostego jest
réwnolegtobok, ktérego pole wynosi 16 cm?, a kat

ostry ma miare g Pola Scian bocznych tego

graniastostupa sg réwne odpowiednio 24 cm? i
48 cm?. Oblicz objeto$é graniastostupa.

Zadanie 1.

Podstawag ostrostupa jest prostokat o polu
réwnym 1 m?. Dwie $ciany boczne sg prostopadte
do ptaszczyzny podstawy, a dwie pozostate tworzg
z nig katy o miarach odpowiednio 30°i 60°. Oblicz
objetosc¢ ostrostupa.

Zadanie 2.

Dtugos$é krawedzi szescianu jest réwna 10 cm.
Szescian ten przecieto ptaszczyzng przechodzacy
przez przekatng podstawy i nachylong do
ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.

Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Zadanie 3.
W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym kat ptaski

Zadanie 1.

Przez konce trzech krawedzi
rownolegtoscianu schodzgcych sie

w jednym wierzchotku poprowadzono
ptaszczyzne. Udowodnij, ze dzieli ona
w stosunku 1 : 2 przekatna
rownolegtoscianu wychodzaca z tego
samego wierzchotka.
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Zadanie 3.
Wysokos¢ czworoscianu foremnego ma dfugosé H.
Oblicz dtugo$¢ krawedzi tego czworoscianu.

Zadanie 4.

Trapez prostokatny obraca sie wokét boku
tworzgcego z podstawami katy proste. Podstawy
trapezu majg dtugosé odpowiednio 10 cm i 7 cm.
Pole trapezu wynosi 68 cm?. Oblicz objetos¢
otrzymanej bryty obrotowej.

przy wierzchotku $ciany bocznej ma miare a, za$
kat dwuscienny miedzy sgsiednimi scianami
bocznymi ma miare £.

. cosa
Wykaz, ze cos f =

2cost &
2

Zadanie 4.

Na kuli o promieniu R opisano stozek obrotowy

0 najmniejszej objetosci. Oblicz stosunek objetosci
tego stozka do objetosci kuli.
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